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‘Dritter Abschnitt.

Kegelschnitthiischel und Kegelschnittschaar.

§. 39. Entstehung des Kegelschunittbiischels aus dem Strahlbiischel.

Die in §. 23 ausgefithrte Untersuchung der Beziehung zwischen
einem von vier Punkten eines Kegelschnitts gebildeten Viereck und
dem von den vier Tangenten in diesen Punkten gebildeten Vierseit
und eine weitere Ausfithrung dieses Gegenstandes in §. 27 lassen er-
kennen, wenn wir die vier Punkte festhalten und die Tangenten, von
denen eine willkiirlich angenommen werden kann, veriindern, dass
durch vier Punkte unendlich viele Kegelschnitte gehen, deren Gesammt-
heit gleich miichtig ist mit den siimmtlichen Strahlen, welche durch
einen Punkt gehen; denn jeder durch einen der vier Punkte gehende
Strahl, als Tangente des Kegelschnitts aufgefasst, bestimmt denselben
vollstiindig und eindeutig; die Tangenten in den andern drei Punkten
sind dadurch (§. 23) mitbestimmt, und es giebt daher so viel Kegel-
schnitte durch vier Punkte, als es Strahlen durch einen Punkt giebt.
Die Gesammtheit der durch vier Punkte gehenden Kegelschnitte soll
ein  Kegelschnittbiischel heissen und die vier Punkte selbst die Grund-
punkte (Mittelpunkte) des Biischels. - Das Kegelsehnittbiischel ist daher
ein Gebilde von einfacher Unendlichkeit; hiergegen spricht scheinbar,
dass durch einen in der Ebene der vier Grundpunkte willkiirlich ge-
withlten Punkt ein Kegelschnitt des Biischels vollstiindig und eindeutig
bestimmt wird und die Ebene selbst eine doppelt-unendliche Mannig-
faltigkeit von Punkten enthiilt. Dieser Einwurf wird aber dadurch
widerlegt, dass ein solcher durch fiinf Punkte bestimmter Kegelschnitt
zugleich unendlich viele andere Punkte enthiilt und jeder von ihnen,
anstatt des fiinften gewiihlt, immer wilder denselben Kegelschnitt her-
vorruft. Bei der Bewegung des fiinften Punktes durch das ganze
doppelt-unendliche Gebiet der Ebene tritt also jeder Kegelschnitt des
Biischels selbst unendlich oft auf, und die simmtlichen von einander
verschiedenen Kegelschnitte des Biischels wmfassen also nur eine
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Mannigfaltigkeit von einfacher Unendlichkeit. Seien 4 BCD die vier
Grundpunkte des Biischels und ein beliebiger durch A gehender Strahl
A die Tangente eines dem Biischel angehorigen Kegelschnitts, welcher
dadurch vollstindig bestimmt ist, so erhalten wir (Seite 123) die
Tangenten in BCD, indem wir die Diagonalpunkte des vollstindigen
Vierecks A BOD bestimmen:

(AB, CD)=2z (AC, BD)=y (AD, BC)=¢
und die Seiten dieses Diagonaldreiecks:
(ﬂ, z)=X (2’, $)£ ¥ (.ﬂj‘, y)=Z.

und bemerken, dass die Tangenten in 4 und B sich auf X schneiden
miissen; die Diagonale X trifft also 2 in einem Punkte, dessen Ver-
bindungslinie mit B die Tangente in B ist; ebenso trifft A die Ge-
rade ¥ in einem andern Punkte, dessen Verbindungslinie mit C' die
Tangente in C ist, und endlich giebt die Verbindungslinie des Schnitt-
punktes von ¥ und Z mit D die Tangente in D. Drehen wir also
den Strahl % um A4, wodurch wir siimmtliche Kegelschnitte des
Biischels erhalten, so drehen sich auch die Tangenten BED um die
resp. Punkte B, C, D und beschreiben Strahlbiischel, welche per-
spectivisch liegen mit demjenigen, welches 2 beschreibt; die per-
spectivischen Durchschnitte sind die drei Diagonalen des vollstiindigen
Vierecks der vier Grundpunkte des Biischels. Wir erhalten ltieraus
folgenden Satz:

Die Tangenten an einem Kegelschnitte dessBiischels in trgend zweien
der vier Grundpunkte beschreiben, wenn der Kegelschnitt das ganze Biischel
durchliuft, zwei projectivische Strahlbiischel, welche perspectivisch liegen
und su ihrem perspectivischen Durchsclmitt eine der drei Diagonalen des
vollstindigen Vierecks der vier Grumdpunkte haben.

Hierdurch werden wir in den Stand gesetzt, das Kegelschnittbiischel
selbst als ein neues Gebilde einfacher Unendlichkeit mit irgend einem andern
von gleicher Miichtigkeit, z. B. einem ebenen Strahlbiischel, einer geraden
Punktreihe oder einem andern Kegelschnittbiischel in projectivische Be-
ziehung zu setzen, so dass die Elemente der beiden Gebilde sich ein-
deutig entsprechen, indem wir zur Herstellung dieser Beziehung ein
Strahlbiischel verwenden, welches von den Tangenten des Kegelschnitt-
biischels in irgend einem der vier Grundpunkte gebildet wird, und fiir
jede Tangente dann den Kegelschnitt des Biischels substituiren, welcher
durch dieselbe eindeutig bestimmt ist. Wir gelangen durch Einfiithrung
dieses neuen Gebildes zu der projectivischen Erzeugung der allgemeinen

Curven dritten und vierten Grades ebenso, wie wir durch die pro-
Steiner, Vorlesungen II. 2, Aufl. 15
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jectivische Beziehung zweier Strahlbiischel zam Kegelschmtt gelangen.
(Chasles, comptes rendus 1853. tome XXXVI et XXXVIL)

Die gleiche Michtigkeit des Kegelschnittbiischels und des Strahl-
biischels deutet darauf hin, dass ersteres aus dem letzteren unmittel-
bar hervorgehen konnte, und in der That filhrt dazu folgende ebenso
sinnreiche, wie niitzliche Betrachtung Steiner's®). ¥

Denken wir uns B und B, als diey Mittelpunkte zweier Strahl-
biischel, welche die Gerade 2 zu ihrem perspectivischen Durchschnitt
haben, so ist die projectivische Beziehung derselben vollstiindig be-
stimmt durch die Lage von %; die Verbindungslinie der Mittelpunkte
BB, enthilt bei dieser Beziehung zwei zusammenfallende enfsprechende
Strahlen e und e,. Veriindern wir aber die Lage des perspectivischen
Durchschnitts %, indem wir denselben um einen festen Punkt P drehen,
so konnen wir uns fiir jede neue Lage von U eine neue Beziehung
zweier Strahlbiischel mit denselben Mittelpuhk.ten BB, hergestellt
denken, und es haben die beiden neuen Strahlbiischel alsdann die
Strahlen ¢ und ¢, ebenfalls zu entsprechenden; das Strahlenpaar, wel-
ches von B und B; nach dem unverfinderten Punkte P der Geraden
A geht, p und p,, ist fir die alte Beziehung wie fiir. die neue gleich-
zeitig ein Paar entsprechender Strahlen. Bei der Bewegung von A
beschreibt diese Gerade selbst ein Strahlbiischel, dessen Strahlen, nach
einander als die perspectivischen Durchschnitte je zweier Strahlbiischel
mit den festen Mittelpunkten B und B, aufgefasst, unendlich viele
Paare von projectivischen Strahlbiischeln hervorrufen, die wir uns in B und
B, iiber einander liegend’ denken kinnen. Werden diese projectivischen
Bezichungen festgehalten, aber die perspectivische Lage aufgehoben
etwa dadurch, dass das eine oder beide Systeme von Strahlbiischeln
um ihre Mittelpunkte B und B; beliebig gedreht oder in der Ebene
verschoben und gedreht werden, so wird aus jeder Geraden 2 und
dem Strahl BB, nunmehr ein Kegelschnitt, den die beiden nicht mehr
perspectivisch liegenden aber projectivisch bleibenden Strahlbiischel
erzeugen; alle diese Kegelschnitte haben zuniichst die Punkte B und
B, (die Mittelpunkte der erzeugenden Strahlbiischel) gemein, ferner
einen Punkt ¢, den Schnittpunkt der beiden Strahlen e und e, nach
Aufhebung der perspectivischen Lage, weil diese beiden Strahlen fiir
jede der vorigen Beziehungen entsprechende waren, und endlich aus
demselben Grunde den Schnittpunkt p der Strahlen p und p, nach
Aufhebung der perspectivischen Lage.

#) Ueber diese unter dem Namen ,projectivischer Drehung* von Steiner hiiufig
angewendete Betrachtung vergl. I'. August in Borchardt’s Journal, Bd, LXVIIL
Seite 239.
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Die simmtlichen auf diese Weise erzeugten Kegelschnitte gehen
also durch vier feste Punkte BB, ep, d. h. sie bilden ein Kegelschnitt-
biischel mit vier Grundpunkten, und dieses ist unmittelbar aus dem
von ¥ beschriebenen Strahlbiischel hervorgegangen, indem jeder Strahl

. desselben zu einem Kegelschnitt des Biischels wurde. Beide Gebilde
sind also von gleicher Michtigkeit.

Wir erkennen ferner, wenn wir die Bedingung, dass der per-
spectivische Durchschnitt 9 durch einen festen Punkt P gehen solle,
aufheben und ihn das ganze doppelt-unendliche Gebiet der Ebene
durchstreifen lassen, dass aus den siimmtlichen Geraden der Ebene
nach Aufhebung der perspectivischen Lage ebenso viele Kegelschnitte
werden, die durch drei feste Punkte ‘gehen, dass diese also ein Ge-
bilde von doppelter Unendlichkeit (Biischel-Biischel) ausmachen. Es
leuchtet die Niitzlichkeit dieser Betrachtung augenscheinlich ein, weil
nun umgekehrt jedes Kegelschnittbiischel mit vier Grundpunkten durch
eine passende Drebung in ein Strahlbiischel verwandelt werden kann
und hierdurch die Untersuchung der Eigenschaften des Kegelschnitt-
biischels wesentlich vereinfacht wird. Suchen wir zuniichst zu er-
mitteln, wie sich die verschiedenen Gattungen von Kegelschnitten:
Ellipsen, Hyperbeln, Parabeln in dem Biischel vertheilen.

Um die Begriffe zu fixiren, denken wir uns die Punkte B und
B, fest bleibend, aber das ganze System von Strahlbiischeln in B um
einen beliebigen Winkel ¢ und das ganze System von Strahlbiischeln
in B, um einen Winkel 0" gedreht, wo 0 und &' ihrer Grosse und
Drehrichtung nach gegeben sind; alsdann entsteht durch diese beiden
Drehungen (von denen auch eine z. B. ' = 0 sein kinnte) aus BB, und
dem von 9 beschriebenen Strahlbiischel (P) ein Kegelschnittbiischel mit
den vier Grundpunkten BB,ep. Es ist zuvirderst ersichtlich, dass
in dem Kegelschnittbiischel drei Linienpaare (besondere Hyperbeln)
vorkommen; denn unter den durch P gehenden Strahlen 9 befindet
sich einmal auch der Strahl PB; die beiden perspectivischen Strahl-
biischel in B und B,, welche ihn zum perspectivischen Durchschnitt
haben, befinden sich in der eigenthiimlichen Lage, welche wir die
parabolische (8. 73) genannt haben, indem allen Strahlen des Strahl-
biischels in B; der einzige Strahl BP in dem Strahlbiischel B und
allen Strahlen des Strahlbiischels B der einzige Strahl B, B des Strahl-
biischels B, entspricht; nach der Drehung um die Winkel ¢ und 6%
werden diese beiden besonderen Strahlbiischel einen Kegelschnitt er-
zeugen, dessen Punkte auf den beiden Geraden Bp und B,e liegen,
also ein Linienpaar; in gleicher Weise wird aus dem besonderen durch
B, gehenden Strahl A ein Kegelschnitt, welcher sich in das Linien-

16*
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paar B p und Be auflost. Wir bemerken endlich, dass vor der Drehung
um die Winkel 0 und 0* zwei besondere Strahlen, welche mit der
¥erbindungslinie BB, in entgegengesetztem Drehungssinne die resi).
Winkel ¢ und 6" bildeten und sich in einem Punkte & trafen, mnach
der Drehung auf einander fallen miissen; wir sehen hieraus, dass aus BB,
und demjenigen Strahl 2, welcher durch & geht, also Pé, ein Kegelschnitt
wird, der wiederum in ein Linienpaar zerfillt, weil die beiden ihn er-
zeugenden projectivischen Strahlbiischel auch nach der Drehung per-
spectivisch werden; folglich enthiilt das Kegelschnitthiischel noch ein
drittes Linienpaar BB, und pe. Aus allen iibrigen Geraden A werden
aber allgemeine Kegelschnitte, und wir wollen nachsehen, wie viel
Hyperbeln, Parabeln, Ellipsen unter ihnen vorkommen.

Hierzu miissen wir diejenigen Punkte in der Ebene aufsuchen,
welche nach der Drehung in die Unendlichkeit fallen; alle Punkte im
Unendlichen der Ebene liegen auf der Geraden G oder sind die Durch-
schnittspunkte entsprechender Strahlen zweier projectivisch-gleicher und
gleichlaufender Strahlbiischel, welche sich in' perspectivischer Lage
befinden (8. 77); vor der Drehung miissen zwei solche in B und B,
placirte Strahlbiischel einen Kreis erzeugen (S. 106); alle Punkte dieses
Kreises gehen also nach der Drehung in die Unendlichkeit, oder viel
mehr die beiden diesen Kreis erzeugenden Strahlbiischel werden nach
der Drehung perspectivisch, erzeugen also ein Linienpaar, dessen einer
Theil BB, und dessen anderer Theil ¢, ist. Dieser Kreis, welchen
wir kurzweg den ,,Drehkreis® nennen wollen, ist leicht zu ermitteln;
er wird offenbar durch die drei Punkte BB, und & gehen und durch
dieselben bestimmt sein; & ist aber derjenige Punkt, in welchem sich
zwei Strahlen durch B und B, schneiden, welche nach der Drehung
auf BB, zusammenfallen, die also um die Winkel 6 und 0" zuriick-
gedreht erscheinen, und e ist derjenige Punkt, in welchem sich zwei
Strahlen durch B und B, nach der Drehung treffen, welche vor der
Drehung in dem Strahle BB, vereinigt waren; daher liegen ¢ und &
symmetrisch zu der Geraden BB,. Ist der Drehkreis ermittelt, so
wird aus einem solchen Strahle 2, welcher ihn in zwei reellen Punkten
schneidet, eine Hyperbel, weil die beiden Schnittpunkte nach der Drehung
in die Unendlichkeit fallen, aus denjenigen Strahlen 9, welche den
Drehkreis beriihren, je eine Parabel und aus allen Strahlen 9, welche
ihn nicht treffen, Ellipsen; ferner kommt unter den Strahlen U ein
einziger vor, der durch den Mittelpunkt des Drehkreises geht; aus
diesem wird eine gleichseitige Hyperbel, weil die unendlich-entfernten
Punkte derselben unter einem rechten Winkel erscheinen.

Liegt daher der Punkt P ausserhalb des Drehkreises, so giebt es
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unter dem Biischel von Kegelschwitten unendlich viele Ellipsen, unendlich
viele Hyperbeln und wur zwei Pavabeln, welche diese beiden Gruppen von
cinander trenmen; unter den  Hyperbeln kommt nur eine einzige gleich-
seitige vor. Wir bemerken noch einen besondern Fall: Da niimlich
alle Punkte, die im Unendlichen liegen, in B und B, zwei gleiche
und gleichlaufende projectivische Strahlbiischel hervorrufen, also nach
der Drehung Punkte eines bestimmten Kreises werden, welcher zu dem
Drehkreise symmetrisch liegt in Bezug auf die Axe BB, so folgt,
dass, wenn P im Unendlichen liegt, allemal die vier Grundpunkte des
Kegelschnittbiischels auf einem Kreise liegen miissen; wenn aber P
im Unendlichen liegt, so sind die beiden aus ihm an den Drehkreis
zu legenden Tangenten parallel, ihre Beriithrungssehne erscheint also
von B (oder B;) aus unter einem rechten Winkel. Aus diesen beiden
Tangenten werden nach der Drehung zwei Parabeln, deren unendlich-
entfernte Punkte in zwei zu einander rechtwinkligen Richtungen liegen,
und dies Verhalten findet auch numgekehrt statt: Wenn die Beriihrungs-
punkte zweier Tangenten des Drehkreises unter rechtem Winkel von
B (oder B,) aus erscheinen, so liegt ihr Schnittpunkt im Wendlichen.
Wir schliessen also:

Wenn in einem Kegelschnittbiischel mit vier reellen Grundpunkien
zwei Parabeln vorkommen, deren unendlich-entfernte Punlie in zwei zu
cinander rechtwinkligen Richtungen liegen, so liegen allemal die vier Grund-
punkte des DBiischels auf einem Kreise. Oder:

Legt man durch drei Punlite swei Parabeln, deren Azen auf einander
senbrecht stehen, so schneiden sich dieselben noch n einem vierten Punkte,
welcher mit den drei gegebenen auf einem Kreise liegt. Oder:

Zwei Parabeln, deren Axen auf cinander senkvecht slehen, treffen
sich im Allgemeinen in vier Pumllen, welche auf einem Kreise liegen.

Liegt andererseits P innerhalb des Drehkreises, so besteht das Buischel
aus lowter Hyperbeln, unter demen sich nur eine gleichseitige findet; weil in
diesem Falle alle durch P gezogenen Strahlen 9 den Drehkreis in zwei
reellen Punkten treffen. Liegt endlich P auf dem Drehkreise selbst, so
kommt in dem Biischel nur eine einzige Parabel vor, d. h. zwei zusammen-
fallende, alle iibrigen Kegelschnitte desselben sind Hyperbeln. Ist ins-
besondere der Punkt P gerade der Mittelpunkt des Drehkreises, so
werden alle Kegelschnitte des Biischels gleichseitige Hyperbeln; es
gicht also em besonderes Kegelschmattbiischel, welches aus lauter gleich-
seitigen Hyperbeln besteht.  Suchen wir die gewonnenen Resultate in
der Weise umzugestalten, dass wir von dem Drehkreise abstrahiren
konnen und nur die das Kegelschnittbiischel bestimmenden vier Grund-
punkte als gegeben annehmen. Lassen wir zu diesem Behuf den
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Punkt P alle moglichen Lagen innerhalb des Drehkreises annehmen.
Da die Kreisfliche durch das Dreieck BB, ¢ (Fig. 62) in vier Stiicke

Fig. 62,

o
L
$ 7 (e 5 //}/ /Z '
B % f
e/
3

zerschnitten wird, néimlich das Dreieck und die drei Segmente iiber
den Seiten desselben, so wird 1) wenn P innerhalb der Dreiecks-
fliche BB, ¢ liegt, nach der Drehung der Punkt p in. das Dreieck
B B¢ hineinfallen; 2) wenn P in dem Kreissegmente iiber Be liegt,
so wird der Punkt p nach der Drehung in demjenigen Scheitelraume
liegen, welchen die Geraden B, B und B¢ begrenzen und der ausser-
halb des {gweiecks BB e liegt; denn von zwei Strahlen B, P und BP,
welche nach einem in diesem Kreissegmente liegenden Punkt P hin-
gehen, fillt nach der Drehung der erste nothwendig in diesen Winkel-
raum, und der zweite in den Winkelraum, welchen die Geraden BB,
und die Tangente in B nach der Drehung begrenzen; die letztere
wird aber parallel B e; beide Winkelriume haben nun gemeinsam
denjenigen Scheitelraum des Winkels BB, e, welcher ausserhalb des
Dreiecks liegt; 3) wenn P in .dem Kreissegmente tiber B, ¢ liegt, so
filllt nach der Drehung aus gleichem Grunde p in denjenigen Scheitel-
raum des Winkels B, Be, welcher ausserhalb dieses Dreiecks liegt,
und endlich 4) wenn P in dem Kreissegmente tiber BB, angenommen
wird, so muss nach der Drehung p nothwendig in denjenigen Scheitel-
raum des Winkels BeB, hineinfallen, welcher ausserhalb dieses Dreiecks
liegt, weil die Tangenten in B und B, nach der Drehung mit B,e
und Be parallel werden. Liegt daher P iiberhaupt innerhalb des
Drehkreises, so muss nach der Drehung b in einen der vier mit (%)
in der Figur bezeichneten Riume, nimlich die Dreiecksfliche BB,e
und die drei unendlichen Winkelriiume an den Ecken des Dreiecks
hineinfallen; liegt dagegen P ausserhalb des Drehkreises, so muss p
in einen der drei iibrigen mit (¢) bezeichneten, den Dreiecksseiten an-
liegenden unendlichen Réiume hineinfallen; die ganze unendliche Ebene
wird nimlich durch die Seiten des Dreiecks BB¢ in 7 Riume zer-
schnitten, von denen die vier mit (%) bezeichneten die hyperbolischen,
die -drei mit (¢) bezeichneten die elliptischen genannt werden konnen.
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Befindet sich nun der vierte Grundpunkt p des Biischels in einem der
drei, elliptischen Riume, so liegen die vier Grundpunkte so, dass jeder
sich ausserhalb des von den drei andern gebildeten Dreiecks befindet,
oder sie bilden ein convexes Viereck; liegt dagegen p in einem
der vier hyperbolischen Réume, so haben die vier Grundpunkte die
charakteristische Lage, dass einer nothwendig innerhalb des von den
drei andern gebildeten Dreiecks sich findet, oder sie bilden ein con-
caves Viereck. Wir schliessen hieraus folgenden Satz:

Wenn die vier Grundpunlte eines Kegelschnittbiischels so liegen, dass
Jeder ausserhalb des von den drei andern gebildeten Dreiecks sich befindet
(d. h. wenn sie ein convexes Viereck bilden), so zerfallen die Kegel-
schwitte des Biischels in eine Gruppe von Ellipsen, eine Gruppe von
Hyperbeln wnd zwei Parabeln, welche die Uebergimge von der einen
Gruppe zur andern bilden; unter den Huyperbeln kommi nur eine einzige
gleichseitige und drei Linienpaare vor. Wenn dagegen die vier Grund-
punkte des Kegelschniltbiischels so liegen, dass einer innerhalb des von
den drei andern gebildeten Dreiecks sich befindet (d. h. wenn sie ein con-
caves Viereck bilden), so bestehen die Kegelschnitte des Biischels aus
lawter Hyperbeln und. unter diesen kommen im Allgemeinen nur eine ein-
zige gleichseitige Hyperbel wund drei Linienpaare vor.

Einer der beiden vorigen Fille muss, wie wir gesehen haben,
immer eintreten; im letzten Falle kann inshesondere nach dem Vorigen
der Punkt p so liegen, dass alle Hyperbeln des Biischels gleichseitige
werden, wenn namlich P gerade der Mittelpunkt des Drehkreises ist;
es ist leicht zu erkennen, welche eigenthiimliche Lage die vier Grund-
punkte des Biischels zu einander haben miissen, damit dieser specielle
Fall eintrete. Aus der Figur geht niimlich hervor, wenn M der Mittel-
punkt des Drehkreises ist, welcher nach der Drehung in die Lage m
kommt (Fig. 62), dass:

LBMB, =20+ 20", also L MBB, =L MB;B = 90° — 0 — 0* ist,

daher wird L B, Bm == 90" — ' und L BB,m = 90" — &, also
LBmB, =0+ o',

also liegt der Punkt m auf dem Drehkreise.

Nun ist aber: '

LeBm==90°—¢' — ¢ und
LeBm=90°— &§ — &',
folghch steht Be auf B m senkrecht und B,e auf Bm, d. h. e ist
der Hohenpunkt des Dreiecks BB,m oder, was dasselbe sagt: Die
vier Punkte BB, em liegen so, dass jeder von ihnen der thenpunkt
des von den drei andern gebildeten Dreiecks ist. Dies war allerdings
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auch durch folgendes Raisonnement vorherzusehen: Aus einem durch
M, den Mittelpunkt des Drehkreises, gehendem Strahl U wird noth-
wendig eine gleichseitige Hyperbel nach der Drehung, weil diejenigen
Punkte, welche ins Unendliche gehen, unter einem rechten Winkel
von I oder B, aus erscheinen; gehen zwei Strahlen % durch M, so
ist der Punkt P mit M identisch, also siimmtliche % gehen durch M;
mithin werden aus simmtlichen Kegelschnitten des Biischels gleich-
seitige Hyperbeln, insbesondere auch aus den drei Linienpaaren des
Biischels, welche specielle Hyperbeln sind und daher aus je zwei zu
einander rechtwinkligen Strahlen bestehen miissen; wir schliessen also:
» Wenn zwei Seitenpaare eines vollstindigen Vierecks zwei Paare recht-
winkliger Strahlen sind, so ist auch das dritte Seitenpaar zu einander
rechtwinklig“, was nur in anderer Form der bekannte Elementarsatz
ist: ,Die drei Hohen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkte,
da eine Dreiecksseite und die zugehiorige Hohe ein Seitenpaar des-
jenigen vollstindigen Vierecks sind, welches von den Dreiecksecken
und dem Hohenpunkt gebildet wird. Wir konnen also folgenden Sata
aussprechen:

Wenn die vier Grundpunkte eines Kegelschwittbiischels so liegen, dass
emer (jeder) der Hohewpunlt des von den drei andern gebildeten Drevecks
ist, so bestehen die Kegelschnitle des Biischels aus lauter gleichseitigen
Hyperbeln, von denen drei besondere die drei zw einander rechtwinlligen
Seitenpaare dieses vollstindigen Vierecks sind.

Oder auch:

Alle gleichseitigen Hyperbeln, welche demselben Dreicck wmschricben
sind, gehen gleichzeitiy durch den Hohenpunlt dicses Dreiecks.

Hieraus folgt beiliufig eine Eigenschaft der gleichseitigen Hy-
perbel, welche eine gewisse Analogie mit der bekannten Grundeigen-
schaft des Kreises -darbietet:

Begegnet von zwei zu einander rechtwinkligen Strahlen, welche sich
in o schneiden,” der eine eimer gleichseitigen Hyperbel in den Punkten a
und a', der andere in b wund b, so ist immer

oa.oa* -+ 0b.ob' =0,
d. h. es ist das Product der Abschmitte auf dem einen Schenkel des rechien
Winkels gleich dem Product der Abschnitte auf dem andern; aber die
Schwittpunlite liegen so, dass zwei auf derselben Seite von o sich finden
und die beiden andern auf entgegengesetzsten Seiten von oy demn die vier
Punlte aa'bb® liegen immer so, dass jeder der Hohenpunkt des von den
drei amdern gebildeten Dreiecks ist.

Das Biischel gleichseitiger Hyperbeln, welche einem Dreieck um-
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schrieben sind und zugleich durch den Hohenpunkt des Dreiecks gehen,
besitzt unter andern folgende bemerkenswerthe Eigenschaft, welche,
als besonderer Fall einer spiiter zu erweisenden allgemeinen Kigen-
schaft, schon hier vorausgeschickt werden mag:

Das von den drei Ecken des Dreiecks und dem Hohenpunkt ge-
bildete vollstindige Viereck hat zu seinem Diagonaldreiecke zyz, das
von den drei Fusspunkten der Hohen gebildete Dreieck, weil jede
‘Seite und die darauf senkrecht stehende Hohe ein Seitenpaar des voll-
stéfndigen Vierecks bilden. Dieses Dreieck zyz ist aber ein Tripel con-
jugirter Punkte fiir alle Kegelschnitte des Biischels (3. 147); denken
wir uns um dasselbe einen Kreis gelegt, so muss dieser (S. 185) alle
Kreise rechtwinklig schneiden, welche die Ortskreise der Scheitel der
den Kegelschnitten des Biischels umschriebenen rechten Winkel sind;
und da alle Kegelschnitte des Biischels gleichseitige Hyperbeln sind,
fiir die jener Ortskreis sich immer auf einen Punkt, den Mittelpunkt
der gleichseitigen Hyperbel reducirt, so muss der um xzyz gelegte
Kreis die Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln des Biischels
enthalten. Er geht also insbesondere duch durch die Mitten der sechs
Seiten unseres vollstindigen Vierecks d. h. durch die Mitten der Seiten
des Dreiecks und die Mitten der oberen Abschnitte der Hohen (Ver-
bindungslinien des Hohenpunkts mit den Ecken); also:

Die Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, welche einem Dreieck
wumschricben werden Linnen, liegen auf einem Kreise, der durch die Tuss-
punkte der Hihen, die Mitten der Seiten und die Mitten der diei oberen
Abschnitte auf den Hohen hindurchgeht (Feuerbach's Kreis, Neunpunkt-
kreis). Die Higenschaft, dass die genannten neun Punkte auf einem
Kreise liegen, ist aus den Elementen bekannt und leicht auf elemen-
tarem Wege zu beweisen™).

Der schon vorhin erwiihnte Fall, dass P auf der Peripherie des
Drehkreises liegt, fithrt zu einem Biischel von lauter Hyperbeln,
welches nur eine einzige Parabel enthilt, denn in diesem Falle geht
der Punkt p, einer der vier Grundpunkte, in die Unendlichkeit und
durch vier Punkte, von denen einer im Unendlichen liegt, ist nur eine
einzige Parabel moglich, weil die unendlich-entfernte Gerade Tangente
der Parabel ist; alle iibrigen Kegelschnitte eines solchen Biischels
sind aber offenbar Hyperbeln und die Gruppe Ellipsen verschwindet
in diesem Falle.

* Vergl. J. Steiner: Die geometrischen Constructionen, ausgefiihrt mittelst der
geraden Linie und eines festen Kreises, Berlin 1833, 8. 53; und Newmann’s Math.
Annalen, Bd. VII, 8.%517: Der Feuerbach’sche Satz von den Beriihrungskreisen des
ebenen Dreiecks von H. Schrater.
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§. 40. Charakteristische Eigenschaft des Kegelschnittbiischels und
einige Folgerungen aus derselben.

Die in dem vorigen Paragraphen gegebene Entstehungsweise des
Kegelschnittbiischels fiihrt zu einer charakteristischen Eigenschaft des-
selben, “welche hiiufig benutzt wird; denken wir uns nimlich eine be-
liebige gerade Linie (Transversale) in der Ebene des Kegelschnitt-
biischels, so wird dieselbe von jedem Kegelschnitt des Biischels im
Allgemeinen in zwei Punkten z, £ getroffen, welche ein Punktsysfem
bilden. In der That, seien BB eY die vier Grundpunkte des Biischels
und & die gegebene Transversale, so konnen wir uns in B und B,
zwei perspectivische Strahlbiischel denken, welche £ zu ihrem per-
spectivischen Durchschnitt haben und ausserdem in B und B, die
Mittelpunkte je zweier projectivischer Strahlbiischel, welche allemal
einen Kegelschnitt des Biischels erzeugen. Denken wir uns dann die
ganze Gruppe von Strahlbiischelpaaren in B und B, so um die Mittel-
punkte BB, herumgedreht, dass Be und B, ¢ zusammenfallen, so wird
aus dem Kegelschnittbiischel ein einfaches Strahlbiischel’(2) um den
Mittelpunkt P und der Strahl BB,; aus der Geraden £ wird aber ein
Kegelschnitt 8, da die beiden vor der Drehung perspectivischen Strahl-
biischel, welche £ erzeugten, jetzt im Allgemeinen nicht mehr per-
spectivisch liegen werden; die beiden Schnittpunkte x und £ irgend.
eines Kegelschnitts K® des Biischels mit der Transversale £ gehen
daher in die Schnittpunkte z'§! eines Strahles A mit dem Kegel-
schnitt &2 iiber; lisst man nun U das ganze Strahlbiischel um P durch-
laufen, so werden nach einem auf Seite 151 bewiesenen Satze Ba' und
BE! (oder auch B,z' und B, E") ein Strahlsystem beschreiben, welches
also auch vor der Drehung ein Strahlsystem gewesen sein muss; die
Punkte z und £ bilden daher ein Punktsystem, und wir erhalten den
allgemeinen Satz: . ,

Jede Gerade in der Ebene eines Kegelschmittbiischels wird von den
Kegelschnitten desselben in Punkipaaren getroffen, welche die conjugirten
Punlite eines Punktsystems sind.

Einen speciellen Fall dieses Satzes haben wir bereits auf Seite 66
bewiesen; wir erhalten denselben, wenn wir aus dem Kegelschnitt-
biischel die drei Linienpaare herausnehmen; die dort aufgesuchte Be-
dingung, wann das Punktsystem elliptisch und wann es hyperbolisch
ist, kommt uns hier zu Statten:

Sobald von den vier Grundpunkten des Biischels eine ungerade An-
zahl zu beiden Seiten von der Transversale liegt, ist dms Punktsystem auf
derselben elliptisch; liegt cine gerade Anzahl zu beiden Seiten, so ist das
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Punlitsystem hyperbolisch, falls ndmlich die vier Grundpunkte so gelegen
sind, dass jeder ausserhalb des vom den drei andern gebildeten Dreiecks
sich befindet. Liegen dagegen dic vier Grumdpunkie so, dass einer von
thnen in dem won den drei andern gebildeten Dreieck enthalten ist, so
findet das Umgekehrte statt: Das Punkisystem ouf der Tramsversale ist
hyperbolisch, wenn eine ungerade Anzahl von den vier Grundpunkten des
Biischels, dagegen elliptisch, wenn eine gerade Anzahl zu beiden Seiten
der Transversale liegt.

Diese Eigenschaft des Kegelschnitthiischels, jede Transversale in
einem Punktsystem zu schneiden, charakterisirt dasselbe und unter-
scheidet es von andern Gruppen von Kegelschnitten; sie ldsst sich
auch so umkehren: :

Alle Kegelschnitte, welche durch drei feste Punkte und ausserdem
durch je zwei conjugirte Punkte eines gegebenen Punlitsystems gehen, laufen
noch dwrch einen wvierten festen Punkt wnd bilden also ein Kegelschnitt-
biischel.

Denken wir uns nimlich diese Kegelschnitte durch Paare von
Strahlbiischeln erzeugt, welche in zwei von den drei festen Punkten
BB, und e, niimlich im B und B,, ihre Mittelpunkte haben, und
auch die Gerade &, welche der Triiger des gegebenen Punktsystems
ist, durch zwei perspectivische Strahlbiischel in B und B, hervor-
gerufen, und drehen das ganze Gebilde so, dass Be und Be, auf
einander fallen, so werden aus simmtlichen Kegelschnitten Gerade
und aus £ ein Kegelschnitt §®; diese Geraden miissen aber simmtlich
durch einen festen Punkt laufen, weil die Strahlenpaare von B (oder
B,) nach den Schnittpunkten jeder solchen Geraden’ mit dem Kegel-
schnitt 82 ein Strahlsystem bilden (8. 151); folglich miissen denn auch,
wenn wir wieder zuriick drehen, die Kegelschnitte durch einen vierten
festen Punkt laufen. _

Die obige Eigenschaft des Kegelschnittbiischels fithrt uns zur
Losung der Aufgabe: , Einen Kegelschnitt zu construiren, welcher durch
vier gegebene Punlte geht wnd eine gegebene Gerade zur Tangente hat®;
da nimlich alle durch die vier Punkte gelegten Kegelschnitte auf der
Geraden Paare conjugirter Punkte eines Punktsystems bestimmen und,
falls die Gerade Tangente sein soll, die beiden Schmttpunkte zusam-
menfallen miissen, so werden die Asymptotenpunkte dieses Punkt-
systems die Beriihrungspunkte zweier Kegelschnitte sein, welche den
Bedingungen der Aufgabe geniigen. Die Aufgabe lisst also im All-
gemeinen zwei Losungen zu, und wir sind im Stande, nicht allein
aus der Lage der vier Punkte zu der Geraden iiber die Realitdt dieser
Liosungen zu entscheiden (je nachdem eine gerade oder ungerade An-
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zahl von Punkten zu beiden Seiten der Geraden liegt, giebt es zwei
reelle Losungen der Aufgabe oder keine), sondern auch die beiden
Kegelschnitte, wenn sie reell vorhanden sind, selbst zu construiren,
indem wir die Asymptotenpunkte eines bekannten Punktsystems er-
mitteln. ;

Das Punktsystem wird bestimmt durch die Schnittpunkte zweier
Seitenpaare des von den vier gegebenen Punkten- gebildeten vollstiin-
digen Vierecks. Die Asymptotenpunkte zu finden kommt dann auf
eine (§. 14 und 15) allgemein geloste Aufgabe hinaus.

Hieran kniipft sich die aus derselben Eigenschaft des Kegelschnitt-
biischels herzuleitende Losung der Aufgabe: ,,Ilinen Kegelschnitt zu
construiren, welcher durch drei gegebene Pumkte geht wnd zwei gegebene
Gerade zuw Tangenten hat®; lisst man namlich von den vier Grund-
punkten eines Kegelschnittbiischels zwei zusammenfallen und die beiden
andern auch zusamenfallen, so erhilt man ein Biischel, dessen Kegel-
schnitte sich alle in denselben beiden festen Punkten beriihren; die
Tangenten in diesen beiden gemeinschaftlichen Berithrungspunkten
nehmen die Stelle eines der drei Linienpaare aus dem Biischel ein,
die beiden andern Linienpaare fallen zusammen in die gemeinschaft-
liche Beriihrungssehne siimmtlicher Kegelschnitte des Biischels; ein
so eigenthiimlich gestaltetes Biischel wird nun auch von einer beliehi-
gen Transversale in einem Punktsystem geschnitten, und dies muss
immer ein hyperbolisches sein, wie aus der besonderen Lage der vier
Grundpunkte hervorgeht; wir kiénnen auch sofort einen Asymptoten-
punkt desselben bestimmen; ein solcher ist nimlich der Schnittpunkt
der Transversale mit der Berithrungssehne, weil diese als ein zu-
sammengefallenes Linienpaar anzusehen ist oder als ein besonderer
Kegelschnitt, dessen beide Schnittpunkte mit der Transversale ver-
einigt sind; dies ist daher ein Asymptotenpunkt des Punktsystems;
- das gemeinschaftliche Tangentenpaar trifft ausserdem die Transversale
in zwei conjugirten Punkten desselben Punktsystems, und wir schliessen
hieraus den Satz: Ein beliebiges Tangentenpaar eines Kegelschnitts
und die Berithrungssehne desselben treffen irgend eine Transversale
in der Ebene in einem Punktpaar ae und einem Punkte g; die Trans-
versale trifft den Kegelschnitt in zwei Punkten bf; alsdann ist immer
g ein Asymptotenpunkt desjenigen Punktsystems, von welchem aea
und bp zwel Paare conjugirter Punkte sind Diese allerdings auch
unmittelbar aus den Polarbeziehungen des Kegelschnitts hervorgehende
Eigenschaft 16st die vorgelegte Frage.

Seien niimlich €&, die beiden gegebenen Geraden, welche den ge-
suchten Kegelschnitt beriihren, und 4 BC die drei Punkte, durch welche
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er gehen soll, so ziehe man A B, merke die Schnittpunkte yy, dieser Ge-
raden mit den gegebenen 88, ; durch die Paare 4 B und yy, als conjugirte
Punkte wird ein Punktsystem bestimmt, dessen Asymptotenpunkte er-
mittelt werden miissen; sie seien g und /i; ebenso ziehe man zweitens A4C,
merke die Schnittpunkte 8B, dieser Geraden mit den beiden gegebenen 22, ;
betrachte AC und 8, als zwei Paare conjugirter Punkte eines Punkt-
systems und bestimme dessen Asymptotenpunkte g'%’. Zieht man nun
eine Verbindungslinie zweier solcher Asymptotenpunkte aus dem einen
und dem andern Paar, so muss dieselbe jede der beiden Geraden £ und
&, in zwei solchen Punkten treffen, welche die Beriihrungspunkte
eines durch ABC gehenden und £%, berithrenden Kegelschnitts sind;
da aber die vier Punkte gh und g'%" ausser durch die beiden Geraden
AB und AC auf vier Arten verbunden werden konnen, niimlich durch
die Geraden gg', hl', gh', hg', so giebt es im Allgemeinen wier Kegel- '
schnitte, welche durch drei  gegebene Pumkte gehen und zwei gegebene
Gerade beriihren. Zdgen wir noch BC, bestimmten die Schnittpunkte
ee; mit den Geraden L8, und ermittelten die Asymptotenpunkte g” A"
des durch die Punktpaare BC und ae, bestimmten Punktsystems, so
miissten dieselben auf den vorhin gefundenen vier Geraden liegen,
weil der gesuchte Kegelschnitt durch jene schon vollkommen bestimmt
" ist; also die 6 Punkte ghg W' g”h” kionnen sich nur auf vier Geraden
schneiden, sind daher die Ecken eines vollstindigen Vierseits: es muss
also ¢" = (gg’, hl'), B’ = (gl', hg') sein und es ist 4 = (gh, g'I')
B=(gh,g"W')C=(gW, g"F"), d. h. ABC das Diagonaldreieck des
vollstindigen Vierseits, was sich auch als besonderer Satz aussprechen
lisst. Aus der im Vorigen erhaltenen Losung geht hervor, dass ent-
weder alle vier Kegelschnitte, welche der Aufgabe geniigen, reell vor-
handen sind oder keiner, dass ersteres nuv stattfindet, wenn von den
auf AB, AC, BC bestimmten Punktsystemen zwei, folglich auch das
dritte hyperbolisch sind, letzteres dagegen, wenn eines dieser Punkt-
systeme elliptisch ist, woraus zugleich hervorgeht, dass noch ein
zweites elliptisch sein muss, denn wiiren die beiden andern hyperbo-
lisch, so miisste auch das erstere hyperbolisch sein. Die Betrachtung
aller moglichen Lagen der Punkte ABC zu den beiden Geraden L,
zeigt, dass von den drei Punktsystemen auf den Geraden 4B, AC,
BC entweder alle drei hyperbolisch oder eines hyperbolisch und zwei
elliptisch sein miissen; im ersten Falle sind die vier Kegelschnitte,
welche der Aufgabe geniigen, reell, im zweiten imagindr.

Die beiden noch {iibrigen Fille, wenn zur Construction eines
Kegelschnitts gegeben sind: a) drei Tangenten und zwei Punkte,
b) vier Tangenten und ein Punkt, werden durch die polare Neben-
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betrachtung in gleicher Weise, wie die beiden oben behandelten, ge-
l6st, und es finden sich im Allgemeinen bei a) vier Losungen, bei
b) zwei Losungen der Aufgabe; die nihere Ausfiihrung darf fiiglich
unterbleiben, weil sie der obigen ohne jede Schwierigkeit nachgebildet
werden kann. Auch die Losung der mitunter sich darbietenden Auf-
gabe: , Wenn wvon zwei in der Ebene gegebenen Kegelschnitten drei ge-
meinschaftliche Punkte bekarmt sind, den vierten s finden®, érgiebt sich
leicht aus dem Vorigen; seien abe¢ die drei bekannten gemeinschaft-
lichen Punkte und ausserdem de zwei Punkte des einen Kegelschnitts
K, welche denselben bestimmen, d e, zwei Punkte des andern Kegel-
schnitts K, so ziehe man die Verbindungslinie dd, und bestimme auf
ibr die beiden iibrigen Schnittpunkte 09, der gegebenen Kegelschnitte
KK, vermittelst des Pascal’schen Satzes; die Paare d, d; d;, d, bestimmen
" ein Punktsystem, welches von simmtlichen Kegelschnitten desjenigen
Biischels, dem K und K, angehdren, auf diesem Triger ausgeschnitten
wird; also auch die Linienpaare dieses Biischels treffen in conjugirten
Punkten jenes Punktsystems; trifft also be die Verbindungslinie dd,
in £ und ist der conjugirte Punkt von £ in dem bekannten Punkt-
system z, so ist ax eine gemeinschaftliche Secante beider Kegel-
schnitte; trifft ca die Gerade dd, in % und ist der conjugirte Punkt
des Punktsystems y, so ist auch by eine gemeinschaftliche Secante,
folglich der Schnittpunkt (az, by) der gesuchte vierte gemeinschaft-
liche Punkt beider Kegelschnitte; dieser kinnte auch dadurch gefunden
werden, dass wir den andern Schnittpunkt eines der beiden Kegel-
schnitte K (oder K,) mit der Geraden az bestimmen; suchen wir noch
den Schnittpunkt §{ von ab und dd; und seinen conjugirten z, so geht
auch ¢z durch den gesuchten vierten gemeinschaftlichen Punkt beider
Kegelschnitte, worin ein Satz enthalten ist. (Sind von den Punkten
abe zwei imagindr, so tritt eine Modification in die Auflésung der
Aufgabe, welche nach der auf 8. 146 gemachten Bemerkung leicht zu
finden ist.)

Auf derselben charakteristischen Eigenschaft des Kegelschnitt-
biischels beruht die Losung der Aufgabe: Wenn von 2wei in der Ebene
gegebenen Kegelschnitten zwei - gemeinschaftliche Punlte bekannt sind, die
beiden iibrigen 2w finden. Seien ab die bekannten gemeinschaftlichen
Punkte der beiden Kegelschnitte KK, und ausserdem vom ersten drei
Punkte cde, vom andern ¢, d;e, zu seiner Bestimmung gegeben; dann
ziehe man- ¢¢;, bestimme die Schnittpunkte py, der Kegelschnitte KK,
mit der Greraden ce,; die Punktpaare ¢, ;5 ¢, p, bestimmen das Punkt-
system des Biischels (K, K,); in gleicher Weise ziehe man dd, und
bestimme die iibrigen Schnittpunkte 00, mit den Kegelschnitten KK, ;
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die Paare d, 0; d;, 9, bestimmen ein zweites Punktsystem auf dd, ;
‘trifft nun die Gerade ab die ¢¢, in & und dd; in 5, und sind @ und y
" die conjugirten Punkte in den bekannten Punktsystemen, so ist zy
eine gemeinschaftliche Secante der Kegelschnitte KK, und ihre Schnitt-
punkte mit einem derselben sind mithin die gesuchten gemeinschaft-
lichen Punkte beider Kegelschnitte.

Dieselbe Bef:rachtung, welche im Anfange dieses Paragraphen zu
der charakteristischen Eigenschaft des Kegelschnittbiischels, von jeder
Transversale in einem Punktsystem geschnitten zu werden, gefiihrt
hat, lisst sich noch erweitern; denken wir uns niimlich einen Kegel-
schnitt & und zwei Punkte I3 und B, als die Mittelpunkte zweier ihn
erzeugenden projectivischen Strahlbiischel: ausserdem ein beliebiges
Strahlbiischel (P) in der Ebene, dessen Strahlen 2 den Kegeschnitt §t
in je zwei Punkten treffen, welche mit B verbunden ein Strahlsystem
in dem Punkte B liefern (S. 151); fassen wir endlich den Strahl
als den perspectivischen Durchschnitt zweier projectivischen Strahl-
biischel mit den Mittelpunkten B und B, auf und drehen nun das
ganze System von Strahlbiischelpaaren in B und B, um beliebige
Drehwinkel, so wird aus dem Strahlbiischel (P) ein Kegelschnitt-
biischel von vier Punkten BB ep, aus dem Kegelschnitt & ein ge-
wisser anderer Kegelschnitt §' (vorhin drehten wir dergestalt, dass
®'.in ein Linienpaar zerfiel); jeder Kegelschnitt K des Biischels wird
von & in zwei Punkten geschnitten, welche vor der Drehung die
Schnittpunkte des Strahles 2 mit dem Kegelschnitt & waren; da diese
mit B verbunden zwei Strahlen gaben, welche ein Strahlsystem bilden,
so wird dasselbe auch nach der Drehung stattfinden miissen; der Kegel-
schnitt &' geht nun selbst durch den Punkt B (und B,)); das Strahl-
system in B trifft ihn daher in Punktpaaren, deren Verbindungslinien
durch einen festen Punkt laufen miissen (S. 151); wir erhalten also
folgenden Satz:

Legt man durch zwei von den vier Grundpunkien eines Kegelschnitt-
biischels einen beliebigen Kegelschnilt, so hat derselbe mit jedem Kegel-
schnitte des Diischels im Allgemeinen noch swer Punkte gemein, deven
Verbindungslinie dwrch einen festen Punkt lauft; dieser feste Punkt liegt
auf der Verbindungslinie der beiden iibrigen Grundpunkte des Biischels.

Ein besonderer Fall dieses Satzes verdient noch bemerkt zu
werden; wenn niimlich der Kegelschnitt, welcher durch zwei Grund-
punkte des Biischels gelegt wird, insbesondere ein Linienpaar ist
(was jederzeit eintritt, sobald der Kegelschnitt & aus zwei Geraden
besteht, deren eine durch B, die andere durch B, geht, wo dann die
beiden diesen Kegelschnitt erzeugenden Strahlbiischel in dem sogenannten
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parabolischen Fall projectivischer Beziehung sich befinden, Seite 73),
so wird die eine durch B gehende Gerade das Kegelschnittbiischel in’
einer Punktreihe treffen, welche projectivisch ist mit derjenigen Punkt- °
reihe, in welcher die andere durch B, gehende Gerade von dem
Kegelschnittbiischel getroffen wird, und diese beiden Punktreihen
miissen perspectivisch liegen. Also: Jede Gerade, welche durch einen
der wvier Grundpunkte eines Kegelschnittbiischels hindurchgeht, wird von
den Kegelschnitten des Biischels (ausserdem) in einer Punkireihe getroffen;
irgend zwei solcher Pumltreihen sind allemal projectivisch viicksichtlich
derjenigen Schwitfpunkte, welche derselbe Kegelschnitt auf ihnen bestimmd,
wnd sie liegen perspectivisch, wenn die Triger derselben dwrch verschiedene
Grundpunkte des Biischels laufen. Alle diese Punktreihen sind projec-
tivisch mit demjenigen Strahlbiischel (P), aus welchem das Kegel-
schnittbiischel entstanden gedacht werden kann, und auch projectivisch
mit jedem der vier Strahlbiischel, welche von den Tangenten der.
Kegelschnitte des Biischels in einem der vier Grundpunkte gebildet
werden; denn letztere sind, wie leicht zu sehen ist, mit dem Strahl-
biischel (P) projectivisch (indem wir beriicksichtigen, dass die Tan-
genten in B diejenigen Strahlen sind, welche dem gememsamen Strahl
B, B fiir alle Beziehungen entsprechen)

Gehen dagegen zwei Gerade durch denselben Grundpunkt B des
Biischels, so sind die durch die Schnittpunkte* der Kegelschnitte -des
Biischels auf ihnen fixirten Punktreihen offenbar auch projectivisch, liegen
aber nicht mehr perspectivisch, weil ein Kegelschnitt des Biischels, welcher
die erste Gerade in B beriihrt, nicht gleichzeitig die andere beriihren
kann, also in dem Schnittpunkte der beiden Geraden nicht zwei ent-
sprechende Punkte vereinigt sind. Die Verbindungsstrahlen aller ent-
sprechenden Punkte werden daher einen Kegelschnitt umbhiillen, welcher
ausser den Triigern der beiden Punktreihen, wie leicht einzusehen ist,
die drei Seiten desjenigen Dreiecks zu Tangenten haben muss, welches
von den drei iibrigen Grundpunkten des Biischels gebildet wird; mit-
hin haben wir den Satz:

Zieht man durch einen der vier Grundpunkte des Biischels irgend
zwei Gerade, so treffen alle Kegelschnitte des Biischels dieselben i je
zwes Punliten, deren Verbindungslinie einen Kegelschwitt wmhiillt.  Dieser
Kegelschnits beriihet die beiden angenommenen Geraden selbst und st
ausserdem dem  Dreiecke einbeschrieben, welches wvon den drei iibrigen
Grundpunkten des Biischels gebildet wird.

Dieser Satz ist nur ein besonderer Fall eines allgemeineren, zu
welchem wir gelangen, wenn wir durch einen der vier Grundpunkte
des Biischels einen beliebigen Kegelschnitt £® anstatt des Linien-
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paares hindurchlegen. Obgleich dieser Satz spiiter aus allgemeineren
Betrachtungen unmittelbar hervortritt, so lisst er sich auch hier in
folgender Art ableiten:

Seien PABC die vier Grundpunkte des Kegelschnittbiischels und sei
durch einen derselben P ein beliebiger aber fester Kegelschnitt @) ge-
legt; moge irgend ein Kegelschnitt K® des Biischels den 8® in den vier
Punkten Pxys treffen, so kann ich Pzyz als die vier Grundpunkte
eines neuen Biischels auffassen, von welchem K® und 8® zwei Indivi-
duen sind. Die Verbindungslinie 4 B wird von diesem neuen Biischel
in einem Punktsystem geschnitten, von welchem A B ein Paar con-
Jjugirter Punkte, die beiden Schnittpunkte ¢y der Geraden 4B mit
dem festen Kegelschnitt §® ein zweites Paar conjugirter Punkte sind,
und da durch diese beiden Paare das ganze Punktsystem bestimmt
ist, so bleibt es unveriindert dasselbe, wenn wir den Kegelschnitt K®
des gegebenen Biischels verindern; ein drittes Punktpaar ist nun das-
jenige Paar Schnittpunkte, welches von den Geraden Pz und yz auf
A B ausgeschnitten wird. Veriindern wir aber den Kegelschnitt A in
dem gegebenen Biischel, so verfindert sich dies dritte Paar und durch-
lduft mithin sémmtliche Paare conjugirter Punkte eines festen Punkt-
systems auf 4B. Bezeichnen wir den Schnittpunkt ( Pz, AB) =z,
und (yz, AB)=E,, so sind # & ein Paar conjugirter Punkte eines
bekannten Punktsystems und durchlaufen also bei der Veriinderung
von K® zwei zu einander projectivische Punktreihen (8. 52) auf der-
selben Geraden AD. Nehmen wir andererseits die Gerade AC, so
gilt fiir sie ganz dieselbe Betrachtung; wird also der Schnittpunkt
(Pz, AC) =z, und (yz, AC) = §, bezeichnet, so durchlaufen auch
#, und & zwel projectivische Punktreihen auf dem Triiger AC, weil
sie conjugirte Punkte eines bestimmten festen Punktsystems sind; da
aber die Punktreithen z, und x, perspectivisch liegen in dem von Pz
beschriebenen Strahlbiischel, so miissen die von § und £, durchlaufe-
nen Punktreihen projectivisch sein, also ihre Verbindungslinie, d. h.
y2z muss einen Kegelschnitt umhiillen, welcher zugleich die Geraden 4 B
und AC beriihrt; derselbe Kegelschnitt wird zugleich von den Ver-
bindungslinien #2 und #y umhiillt, denn die Strahlen Py und zz
treffen AB in zwei conjugirten Punkten desselben oben ermittelten
Punktsystems auf AB und auch AC in zwei conjugirten Punkten des
zweiten auf A C festen Punktsystems; es trifft also auch zz die Triiger
AB und AC in zwei entsprechenden Punkten der beiden auf ihnen
befindlichen Punktreihen £ und £,, und dasselbe gilt von zy. Die
Seiten des mit dem Kegelschnitt K® verinderlichen Dreiecks zyz um-

hiillen daher einen und denselben Kegelschnitt, avelcher, wie unmittel-
Steiner, Vorlesungen IL. 2. Aufl. 16
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bar einleuchtet, nicht nur 4B und AC, sondern auch BC beriihrt
(weil die sechs Seiten zweier einem Kegelschnitt einbeschriebenen
Dreiecke selbst einen andern Kegelschnitt beriihren, S. 129). Wir -
haben hiernach folgenden Satz:

Wenn man  durch einen der wvier Grundpunkte eines Kegelschnitt-
biischels einen belicbigen (festen) Kegelschwitt hindurchlegt, so hat der-
selbe mit jedem Kegelschnitte des Biischels im Allgemeinen noch drei
andere Punkte gemein, welche ein Dreieck bilden;. die Seiten dieser simmt-
lichen Dreiecke umbhiillen einen und denselben neuen Kegelschnitt, welcher
zugleich demjenigen Dreiecl einbeschricben ist, das von den drei iibrigen
Grundpunliten des Biischels gebildet wird. :

Dieser Satz, welcher in dem besonderen Fall, dass der durch
einen der vier Grundpunkte gelegte Kegelschnitt in ein Linienpaar
zerfillt, auf den vorhin bewiesenen zuriickkommt, lisst sich auch in
etwas anderer Form so aussprechen:

Wenn drei Kegelschmitte cinen Punlit gemein haben, so haben je
zwei derselben wm  Allgemeinen noch drei andere Punlite gemein, welche
ein Dreieck bilden; die neun Seiten der hievdurch erhaltenen drei Drei-
ecke beriihren einen und denselben Kegelschnitt. Oder umgekehrt:

Wenn einemn Kegelschwitt drei Dreiecke wmschrieben werden, so liegen
die sechs Ecken je zweier derselben allemal ouf einem neuwen Kegelschnitt
(8. 129); die auf diese Weise erhaltenen drei meuen Kegelschnitte laufen
durch einen und denselben Punlit.

Die Richtigkeit dieser Umkehrung ist ohne Schwierigkeit einzu-
sehen. Der allgemeinste Satz, welcher aus der Verbindung eines
Kegelschnittbiischels mit einem beliebig liegenden Kegelschnitt hervor-
geht, kann epst spiiter aufgesucht werden (§. 63).

Anmerkung. KEs ist in den vorigen Sitzen stillschweigend
vorausgesetzt worden, dass zwei Kegelschnitte vier gemeinschaftliche
Schnittpunkte haben; es ist nun zwar umgekehrt nachgewiesen, dass
durch vier Punkte der Ebene zwei Kegelschnitte (und zugleich ein
ganzes Biischel) gehen; auch ist es an sich klar, dass zwei Kegel-
‘schnitte nicht mehr als vier gemeinschaftliche Punkte haben konnen,
denn hitten sie fiinf Punkte gemein, so wiirden sie identisch zusammen-
fallen, weil fiinf Punkte den Kegelschnitt vollstindig und eindeutig
bestimmen (8. 99); es ist aber unentschieden, ob zwei Kegelschnitte
immer vier reelle Schnittpunkte haben? Diese Frage wird im Folgen-
den erledigt werden, wo es sich zeigen wird, dass zwei Kegelschnitte
entweder vier oder zwei oder keine reellen Schnittpunkte haben; trotzdem
sagen wir, zwei Kegelschnitte haben im Allgemeinen vier Schnittpunkte,
von denen zwei oder auch alle vier imaginit sein konnen (§. 54 und 62).
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§. 41. Andere Entstehungsart des Kegelschnitthiischels.

Denken wir uns von einem Kegelschnittbiischel mit den vier Grund-
punkten A BCD ein beliebiges Individuum K durch zwei Strahlbiischel
erzeugt, deren eines seinen Mittelpunkt in I3 und das andere seinen Mittel-
punkt in einem beliebigen Punkte X des Kegelschnitts K@ hat, so
haben wir drei Paare entsprechender Strahlen dieser beiden erzeugendén
Strahlbiischel: BC und XC, BD.und XD, BA und XA. Halten wir nun
die Geerade X4 fest, veriindern aber X auf ihr, so entstehen successive
siimmtliche Kegelschnitte des Biischels, und von den heiden projecti-
vischen Strahlbiischeln, welche jeden solchen Kegelschnitt erzeugen,
ist das eine B absolut unveriindert, das andere veriindert seinen Mittel-
punkt auf einer festen Geraden 4 X, geht aber bestindig durch eine
feste Punktreihe auf der Geraden CD, welche mit dem Strahlbiischel |
in B projectivisch ist; die drei oben angegebenen Strahlenpaare be-
stimmen ni#mlich die projectivische Beziehung jenes Strahlbiischels
mit dieser Punktreihe, und diese drei Paare entsprechender Elemente
“bleiben bei der Bewegung von X unverindert. Wir konnen also um-
gekehrt folgende neue Entstehungsweise des Kegelschnitthiischels aus-
sprechen:

In der Ebene ist cin festes Strahlbiischel

Blabe.. %)

und eine Gerade W als Trager einer festen mit dem Strahlbiischel pro-
jectivischen Punltreihe (abc ...y ..) gegeben und es bewegt sich ein wver-
dnderlicher Punkt X auf einer gegebenen Geraden & als Mittelpunkt
cines mit der Punktreihe perspectivischen Strahlbiischels X (abed .. p:.);
dann wird jedesmal wvon den beiden projectivischen Strahlbiischeln (B)
und (X)) ein Kegelschnitt erzeugt; alle diese Kegelschwitte gehen durch
vier feste Punkte wnd bilden also ein Kegelschnittbiischel.

Die Richtigkeit hiervon erhellt unmittelbar aus der Umkehrung der
vorigen Betrachtung, denn die in der angegebenen Weise construirten -
Kegelschnitte gehen zuniichst simmtlich durch den festen Punkt B,
sodann durch die beiden Doppelpunkte ¢ und D derjenigen beiden
auf dem Triiger 2 befindlichen projectivischen Punktreihen, deren
eine die gegebene (abc..y..) ist, und deren andere durch das feste
Strahlbiischel B (abc ..« ..) auf A ausgeschnitten wird, endlich noch
durch einen vierten festen Punkt 4, denjenigen niimlich, in welchem
die Gerade & von einem Strahle des Strahlbiischels (B) getroffen
wird, welcher entsprechend ist dem einzigen Punkte der Punktreihe
auf A, der zugleich auf & liegt. Diese reelle Construction der simmt-

lichen Kegelschnitte eines Biischels liefert nicht nur das Kegelschnitt-
16%
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biischel mit vier reellen Grundpunkten, wie die frithere (§. 39), son-
dern auch ein Kegelschnittbiischel, von dem nur zwei Grundpunkte
reell und die beiden andern imaginiir sind. Die Grundpunkte 4 und
B sind néimlich der Natur der Construction zufolge immer reell vor-
handen; die Punkte ¢’ und D sind aber die Doppelpunkte zweier auf
einander liegender projectivischer Punktreihen auf dem Triger U,
deren eine die gegebene (abc..y..) ist und die andere durch- das
gegebene Strahlbiischel B (abe..z..) auf A ausgeschnitten wird.
Ob diese beiden zusammenliegenden projectivischen Punkireihen reelle
Doppelpunkte haben oder nicht, hingt von der Natur ihrer projecti-
vischen Beziehung ab (S. 42). Wir komnen die das Kegelschnitt-
biischel bestimmenden Gebilde offenbar so annehmen, dass einmal die
Doppelpunkte reell werden, das andere Mal nicht, und beide Gruppen
. von Kegelschnitten werden denselben Namen des Kegelschnitthiischels
beanspruchen konnen, denn alle Eigenschaften, welche der einen zu-
kommen, miissen unter der Modalitit, dass gewisse Elemente imagi-
niir werden, in gleicher Weise auch der andern zukommen.

Wir begniigen uns hier damit, aus der neuen Entstehungsart
des Kegelschnittbiischels, welche auch zu einem Biischel mit zwei
reellen und zwei imagindren Grundpunkten fithrt, die charakteristische
Eigenschaft des Kegelschnittbiischels herzuleiten, dass jede Transver-
sale der Ebene durch dasselbe in einem Punktsysteme geschnitten wird.
" Denken wir uns niimlich eine beliebige Transversale T in der Ebene,
und werde dieselbe von dem Strahlbiischel B (abe¢..x..) in einer
Punktreihe a,b,¢, ... ¥, .. geschnitten, so sind die beiden Punktreihen
auf T und 9 projectivisch nund die Verbindungslinie rz, wird daher
einen Kegelschnitt 8 umbhiillen, welcher selbst € und 2 beriithrt. Um
die Schnittpunkte eines beliebigen Kegelschnitts K® des Biischels mit
der Transversale T zu ermitteln, haben wir solche zwei Strahlen Xy
und z zu ermitteln, welche sich auf T schneiden, d. h. wir haben aus
X an den eben ermittelten Kegelschnitt £ das Tangentenpaar zu
legen; die Schnittpunkte dieser beiden Tangenten mit-der Transversale
T werden zugleich die Schnittpunkte derselben mit dem Kegelschnitt
K® sein; nun ist aber T selbst eine Tangente des Kegelschnitts £
und es gilt der Satz (S. 152), dass, wenn man aus den Punkten X
einer Geraden & die Tangentenpaare an einen Kegelschnitt 8@ legt,
irgend eine feste Tangente T desselben allemal in den Punktpaaren
eines Punktsystems von jenen Tangentenpaaren getroffen wird; folg-
lich wird die beliebige Transversale € von den Kegelschnitten K®
des Biischels in Punktpaaren getroffen, welche Paare conjugirter Punlkte
eines Punktsystems sind, w. z. b. w. Diese Eigenschaft findet jetzt
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also ganz unabhingig davon statt, ob das Kegelschnittbiischel vier
reelle Grundpunkte hat oder zwei reelle und zwei imaginire.

Sobald das Kegelschnittbiischel vier reelle Grundpunkte hat,
kommen; wie wir bereits von anderer Seite her wissen, drei Linien-
paare unter den Kegelschnitten des Biischels vor; dasselbe zeigt sich
auch hier; denn seien €' und D die beiden reellen Doppelpunkte der
in ¥ auf einander liegenden projectivischen Punktreihen, so leuchtet
ein, dass fiir einen solchen Punlkt X auf G, welcher in der Linie
.BC sich befindet, die beiden den Kegelschnitt des Biischels erzeugen-
den Strahlbiischel perspectivisch werden, der Kegelschnitt selbst also
in ein Linienpaar zerfillt; dasselbe gilt fiir denjenigen Punkt X', in
welchem B D die Gerade @ trifft. Diese beiden Linienpaare existiren
aber micht, wenn die Doppelpunkte C und D) der beiden in U zu-
sammenliegenden projectivischen Punktreihen imaginfir sind. Es
kommt aber noch ein drittes Linienpaar vor, welches der Lage
X,” des Schnittpunktes von & mit 2 entspricht. In diesem Falle
tritt die schon oft gefundene parabolische Lage ein und der Kegel-
schnitt lést sich in die beiden Geraden BA und A auf.
Dieses Linienpaar bleibt bestehen, auch wenn die Doppelpunkte auf
dem Triiger ¥ nicht reell sind. Wir schliessen hieraus: In einem
Kegelschnittbiischel mit zwei reellen und zwei imaginiiren Grund-
punkten giebt es nur ein reelles Linienpaar, und dasselbe besteht aus
der Verbindungslinie der beiden reellen Grundpunkte und einer be-
stimmten anderen Geraden U, welche als die Verbindungslinie der
beiden imaginéiren Grundpunkte aufgefasst werden kann und ddeclle
gemeinschaftliche Secante genannt wird.

Nimmt man irgend zwei Kegelschnitte K und K' des Biischels
als gegeben an, und haben dieselben die beiden reellen Punkte 4 und
B gemein, so sind wir im Stande, die andere gemeinschaftliche Se-
cante, d. h. den andern Theil des Linienpaares, dessen einer die reelle
gemeinscha.ftliche Secante A B ist, zu construiren, unabhingig da-
von, ob diese eine reelle oder ideelle gemeinschaftliche Secante ist;
denn wegen der charakteristischen Eigenschaft des Biischels haben
wir nur nothig, auf einer beliebigen Transversale T die Schnitt-
punktpaare ¢ und a, a' und «' der Kegelschnitte K und K' zu
merken und in dem Punktsystem, welches durch die beiden Paare
conjugirter Punkte ae und a'e' bestimmt wird, denjenigen Punkt ¢
zu bestimmen, welcher dem Schnittpunkte s der Geraden AB mit T
conjugirt ist; alle Punkte ¢, welche wir auf diese Weise construiren,
miissen auf einer bestimmten Geraden ¥ liegen, welche die gesuchte
ist; die Construction eines Punktes ¢ geht aus §. 16 unzweideutig



246 Dritter Abschnitt,

hervor entweder vermittelst der Gleichheit der Doppelverhiiltnisse oder
der bekannten Relationen fiir die Involution von sechs Punkten.

Diese Construction kann linear so ausgefithrt werden:

Sind von dem Kegelschnitt K die Punkte 4 Bpgr und von dem
Kegelschnitt K' die Punkte 4 Bp'g'r' gegeben, so ziehe man pp'
und ermittele die andern Schnittpunkte wz' mit den Kegelschnitten
KK*'; trifft pp' die Gerade AB in s, und ist ¢ der conjugirte Punkt
zu § in demjenigen Punktsystem, welches durch die beiden Paare con-
Jjugirter Punkte pm und p'm' bestimmt wird, so liegt ¢ auf der ge-
suchten Geraden. Verfilhrt man also mit der Geraden ¢¢' ebenso wie
mit pp', so erhilt man einen zweiten Punkt derselben, und sie ist
durch diese beiden Punkte schon bestimmt; aber man kann natiirlich
auch mehr Punkte von ihr finden und erhilt dadurch neue Sitze.

Wir kénnen uns auch anstatt der Transversale T eines be-
liebigen Kegelschnitts bedienen, welcher nur durch 4 und B geht.
Sei & ein solcher Kegelschnitt, welcher durch 4 und B geht, tibrigens
aber ganz willkiirlich isty moge er den Kegelschnitt K in zwei Punkten
treffen, deren Verbindungslinie B sei, und K' in zwei Punkten, deren
Verbindungslinie B' sei, so wird der Schnittpunkt (B, B') auf der
Geraden 9 liegen; denn bezeichnen wir ihn mit ¢ und ziehen durch
¢ eine Transversale T, welche K in @ und &, X' in a' und ' trifft,
und die Gerade 4 B in s, endlich den Kegelschnitt & in b und g, so
sind erstens oo, b und se drei Punktpaare eines Punktsystems,
zweitens auch a'e’, b und se; beide Punktsysteme miissen identisch
sein, weil zwei Paare conjugirter Punkte dieselben sind: 83 und sg;
folglich sind auch ae, a'e' und s drei Paare conjugirter Punkte dieses
Punktsystems; also liegt ¢ auf der andern gemeinschaftlichen Secante
A der beiden Kegelschnitte K und K'; wir konnen mithin folgenden
Satz aussprechen:

Haben irgend drei Kegelschmitte zwei reelle Punkte gemeinschaftlich
oder eine reelle gemeinschaftliche Secante, so haben je zwei derselben alle-
mal noch eime zweile (reelle oder ideelle) gemeinschaftliche Secaite (die
Verbindungslinie der beiden dibrigen Schwittpunlite); die auf diese Weise
erhaltenen drei geraden Linien loufen durch einen Punlkt.

Hierdurch ist ein einfaches Mittel gegeben, die ideelle gemein-
schaftliche Secante zweier Kegelschnitte, welche nur zwei reelle Schnitt-
punkte haben, zu construiren; sind nimlich K und K' die beiden
gegebenen Kegelschnitte, welche die reellen Schnittpunkte 4 und B
haben, so lege man durch 4 und B einen beliebigen Kegelschnitt &,
der K in zwei andern Punkten trifft und K* ebenfalls; die beiden Ver-
bindungslinien dieser je zwei Punkte treffen sich in einem Punkte &
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derjenigen Geraden 2, welche die gesuchte (ideelle) gemeinschaftliche
Secante der gegebenen Kegelschnitte K und K' ist; es reicht also
hin, einen zweiten Punkt ¢ vermittelst eines andern Kegelschnitts &*
zu construiren, um die Gerade 9 zu erhalten. Halten wir den Kegel-
schnitt & fest und verindern K, indem wir ihn simmtliche Kegel-
schnitte des Biischels durchlaufen lassen, so bleibt der Punkt ¢ fest
und wir erkennen hieraus die Gijltigkeit eines in §. 40 fiir den Fall
eines Kegelschnittbﬁschels mit vier reellen Grundpunkten bewiesenen
Satzes auch in' dem Falle, dass nur zwei Grundpunkte reell und die
beiden andern imaginir sind (8. 239).

Die Bestimmung der Gattung der einzelnen Kegelschnitte, welche
in dem Biischel vorkommen, ist bei der hier zu Grunde gelegten Ent-
stehungsart nicht schwieriger, wie bei der in § 39 gegebenen. Um
zu entscheiden, ob ein Kegelschnitt des Biischels Kllipse, Hyperbel
oder Parabel ist, haben wir nur nachzusehen, wie oft in den beiden
projectivischen Strahlbiischeln, welche ihn erzeugen, zwei entsprechende
Strahlen parallel laufen; denken wir uns daher zu jedem Strahl z des
festen Strahlbiischels (B) eine Parallele durch den entsprechenden
Punkt ¢ der gegebenen Punktreihe () gezogen, so wird diese Parallele
die Gerade @& in einem solchen Punkte X treffen, dass Xy und z
zwel entsprechende parallele Strahlen sind, also der Kegelschnitt, wel-
cher dieser Lage von X entspricht, einen unendlich-entfernten Punkt
hat. Nun umhiillen aber alle diese Parallelen, welche durch die
Punkte p den Strahlen 2z parallel gezogen werden, eine bestimmte
Parabel P®, wie leicht zu erkennen ist, denn die Strahlen 2 des
Strahlbiischels (B) treffen die unendlich-entfernte Gerade ®_ in einer
Punktreihe, welche mit der vom Punkte p beschriebenen projectivisch
ist; die durch p parallel dem Strahle # gezogene Gerade verbindet
mithin entsprechende Punkte zwejer projectivischer Punktreihen und
umhiillt daher einen Kegelschnitt, welcher ®_ zur Tangente hat,
folglich eine Parabel ist. Hs ist auch auf andere Weise leicht einzu-
sehen, dass die durch die Punkte einer Punktreihe zw den entsprechenden
Strahlen eines mit dhr projectivischen Strahlbiischels gezogenen Parallelen
eine Parabel wmhiillen, indem man aus der Gleichheit der Doppelverhiilt-
nisse vermittelst der durch den Parallelismus gegebenen Proportionen
nachweist, dass der gesuchte Ort das Erzeugniss zweier projectivisch-
dhnlicher Punktreihen ist. Denken wir uns diese Parabel P® her-
gestellt, so kinnen zwei Fille eintreten: 1) Die Gerade & schneidet
die Parabel P® nicht; alsdann sind simmtliche Kegelschnitte des
Biischels Hyperbeln, weil durch jeden Punkt X der Geraden ® ein
Tangentenpaar an die Parabel geht, also der dem Punkte X zugehbrige
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Kegelschnitt des Biischels zwei unendlich-entfernte Punkte hat; oder
2) die Gerade @ schneidet die Parabel P® in. zwei reellen Punkten;
alsdann giebt es in dem Kegelschnittbiischel eine Gruppe von Hyperbeln
und eine Gruppe von Ellipsen, welche durch zwei Parabeln von
einander getrennt werden; die letzteren gehoren denjenigen beiden
Punkten X der Geraden & zu, in welchen dieselbe von der Parabel
P® geschnitten wird; die zwischen den beiden Schnittpunkten liegenden
Punkte X konnen nur Ellipsen hervorrufen, da durch sie keine
Tangenten der Parabel P® gehen; die ausserhalb jener beiden Schnitt-
punkte,” d. h. ausserhalb der Parabel P® liegenden Punkte X der
Geraden & liefern nur Hyperbeln. Im ersten wie im zweiten Falle
giebt es nur eine gleichseitige Hyperbel in dem Kegelschnitthiischel;
diese entspricht dem Schnittpunkte der Geraden & mit der Leitlinie
der Parabel P®, weil die Leitlinie der Ort aller rechtwinkligen Tangenten-
paare an die Parabel ist; in dem besonderen Falle, dass die Gerade
@& die Leitlinie selbst ist, besteht das Biischel aus lauter gleich-
seitigen Hyperbeln, und in dem besonderen Falle, dass die Gerade &
die Parabel P® beriihrt, findet sich in dem Biischel, welches aus
~ lauter Hyperbeln besteht, nur eine einzige Parabel vor, und die Gruppe ‘
von Ellipsen geht vollstindig fort. Die Parabel P® entscheidet auch
dariiber, ob das Kegelschnittbiischel vier reelle oder nur zwei reelle
und zwei imaginiire Grundpunkte hat, denn das aus B an diese Parabel
gelegte Tangentenpaar trifft die Gerade 2 offenbar in den beiden festen
Punkten C und D, durch welche simmtliche Kegelschnitte des Biischels
gehen; liegt also der Punkt B ausserhalb der Parabel P®, so hat
das Biischel vier reelle Grundpunkte, liegt B innerhalb der Parabel,
so hat es zwei reelle und zwei imaginire Grundpunkte. Wir konnten
endlich fiir den Fall von von vier reellen Grundpunkten auch aus der
neuen Entstehungsweise das Kriterium herleiten, welches wir in §. 39
gefunden haben, und wonach aus der relativen Lage der vier Grund-
punkte sofort zu entscheiden ist, welcher der beiden Fille 1) oder 2),
die nach dem Obigen eintreten kimnen, wirklich stattfindet. Doch
iiberlassen wir dies dem Leser, da das Kriterium: aus dem Fritheren -
bekannt ist. Wenn dagegen das Blischel zwei reelle und zwei ima-
ginire Grundpunkte hat, so zeigt es sich, dass der Fall 1) eintritt,
sobald die Gerade ¥, auf welcher die beiden imaginiiren Grundpunkte
liegen, die beiden reellen Grundpunkte von einander trennt, d. h. zu
beiden Seiten von sich hat, der Fall 2) aber, sobald die Gerade U
die beiden reellen Grundpunkte auf derselben Seite von sich hat.
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§. 42. Erzeugung des Kegelschnittbiischels vermittelst zweier
Punktsysteme.

Wir haben im Vorigen zwei Kegelschnitthiischel kennen gelernt,
die in ihren charakteristischen Eigenschaften iibereinstimmen, aber
in den sie bestimmenden Elementen verschieden sind, nimlich das
Kegelschnittbiischel mit yier reellen Grundpunkten und das Kegel-
schnittbiischel mit zwei reellen und zwei Imagindren Grundpunkten.
Die siimmtlichen Kegelschnitte des einen, wie des anderen Biischels
haben wir auf reellem Wege construiren gelehrt-und uns aus diesen
Constructionen von der Uebereinstimmung der wesentlichen Kigen-
schaften beider Biischel iiberzeugt; es giebt noch ein drittes Kegelschnitt-
biischel mit vier imagindren Grundpunkten, und es kommt darauf an,
auch fiir diesen Fall simmtliche Kegelschnitte eines solchen Biischels
auf reellem Wege zu construiren. Diese Construction muss auch die
beiden vorigen Fille umfassen und wir gelangen zu ihr am kiirzesten,
indem wir von dem Fall, dass die vier Grundpunkte des Biischels
reell sind, ausgehen. Seien g /' g’ %" vier beliebige Punkte in der
Ebene als Grundpunkte eines Kegelschnittbiischels (Fig. 63) gewiihlt,

Fig. 63.

und mdgen sich die Seitenpaare ¢'¢g” und &'A” in g, ¢'h” und A'g” in
I treffen, so wird die Gerade g% von simmtlichen Kegelschnitten des
Buschels, dessen vier Grundpunkte ¢'%'g”h” sind, in den conjugirten
Punktpaaren ae eines Punktsystems getroffen, dessen Asymptoten-
punkte ¢ und % sind, so dass also immer ae zugeordnet-harmonische
Punkte zu g und % sind; insbesondere trifft auch das Linienpaar ¢’/
und ¢”%” in zwei conjugirten Punkten p und # desselben Punktsystems.

Wir kinnen also irgend zwei conJuglrte Punkte a¢ dieses Punktsystems
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als die Mittelpunkte zweier projectivischen Strahlbiischel annehmen,
welche einen bestimmten Kegelschnitt des Biischels erzeugen, und die
projectivische Beziehung dieser beiden Strahlbiischel ist vollstindig
bestimmt, da der Kegelschnitt durch die vier gemeinschaftlichen Grund-
punkte ¢'A"g” k" gehen soll. Diese beiden den Kegelschnitt erzeugenden
projectivischen Strahlbiischel mit den Mittelpunkten @ und e« treffen
die Gerade g'h' in zwei projectivischen Punktreihen, deren Doppel-
punkte ¢° und %' sind; die beiden sich entsprechenden Strahlen ag”
und g’ treffen in b und g die Gerade ¢g'A’, und die Punkte b sind
zugeordnet - harmonisch zu ¢'l’, weil ae zu gh harmonisch liegen.
Hierdurch sind schon drei Paare entsprechender Punkte der beiden
projectivischen Punktreihen auf g'/" bekamnt, niéimlich der Doppel-
punkt ¢’, der Doppelpunkt #° und das Punktpaar b, also die ganze
projectivische Beziehung ist vollstiindig bestimmt. Sémmtliche Paare
entsprechender Punkte dieser beiden auf einander liegenden projectivischen
Punktreihen bilden, wie leicht zu erkennen ist, ein Punktsystem, dessen
Asymptotenpunkte ¢’ sind; denn umgekehrt besteht ein solches Punkt-
system aus zwel auf einander liegenden projectivischen Punktreihen,
deren Doppelpunkte die Asymptotenpunkte ¢'%" sind, und von denen
zwei entsprechende Punkte bf zugeordnet-harmonisch liegen zu g'h'.
Dieses durch die beiden festen Grundpunkte ¢’/ unveriinderlich ge-
gebene Punktsystem auf ¢'%" bestimmt also die projectivische Be-
ziehung zweier Strahlbiischel, die ihre Mittelpunkte in ¢ und e haben
und einen Kegelschnitt des Biischels erzeugen; veriindern wir das
Punktpaar e« in dem ersten Punktsysteme, dessen Asymptotenpunkte
gh sind, so erhalten wir simmtliche Kegelschnitte des Biischels, und
wir gelangen daher zu folgender neuen Construction derselben, welche,
allgemein aufgefasst, unabhiingig davon ist, ob die Grundpunkte des
Biischels reell oder imaginiir sind:

Sind auf zwei geraden Trigern U wnd B zwei Punktsysteme (a, )
und (b, B) belicbig gegeben, und nimmt man irgend ein Paar conjugirter
Punkie ao des ersten Punktsystems zu Mittelpunkten zweier Strahlbiischel,
deren entsprechende Strahlen nach allen Paaren conjugirter Punkte bf
 des andern Punktsystems hingehen, so erzeugen diese beiden Strahlbiischel
eimen Kegelschnitt K, den Ort des Schwittpunktes (ab, af) oder auch
(aB, ab). Verindert mon das Punktpaar ae auf dem ersten. Triger ¥,
so gehiren simmitliche Kegelschnitte K'® eimem Kegelschmittbiischel an.

In der That, da zwei conjugirte Punkte eines Punktsystems immer
zwei entsprechende Punkte zweier auf einander liegender projectivischer
Punktreihen sind, so ist der Ort des Schnittpunktes (ab, «f) das Er-
zeugniss zweler projectivischer Strahlbiischel (¢) und («), also ein
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Kegelschnitt K®; weil aber beim Punktsystem alle Paare entsprechender
gleicher Strecken verkehrt auf einander fallen (8. 49), so ist der Ort
des Schnittpunktes (af, «b) derselbe Kegelschnitt K®. Dieser geht
offenbar durch die beiden Asymptotenpunkte g%’ des auf dem Triiger
B gegebenen Punktsystems, wenn dasselbe hyperbolisch ist, und alle
Kegelschnitte K®, die wir bei der Veriinderung von ae erhalten, gehen
durch dieselben beiden festen Punkte g'/’, welche reell vorhanden sind,
sobald das gegebene Punktsystem auf B hyperbolisch, dagegen imaginiir
sind, sobald dasselbe elliptisch ist. Sei ferner in dem Schnittpunkte
der beiden Triiger (U, B) ein Punkt p des ersten Punktsystems auf
A und ein Punkt & des andern Punktsystems auf B vereinigt, und
seien die zu diesem conjugirten Punkte in dem einen und andern Punkt-
system z und o, so ziehen wir ox = €, eine Gerade, die natiirlich
immer reell vorhanden sein muss. Nehmen wir jetzt irgend ein Punkt-
paar ao des ersten und ein beliebiges Punktpaar bf des zweiten
Punktsystems heraus, und moge die Gerade € von ab in ¢ und von
af in y getroffen werden (Fig. 64), so werden, wenn wir zuniichst «
und o festhalten, aber 48 be- Yig. o4,

wegen, die Punkte ¢ und y )

zwei auf einander liegende pro-

jectivische ]Sunkt.rmhe.n durch- Gy _,”:./ i
laufen und iiberdies ein Punkt- 7 \m/ :
system bilden, denn ebenso wie £
dem Punkt ¢ der ersten Punkt-
reihe der Punkt p der zweiten
entspncht muss auch dem Punkt
p der ersten Punktreihe der
Punkt ¢ der zweiten entsprechen;
ziehen wir niimlich ay und «c,
so treffen dieselben die Gerade
B in den -Punkten ¥'B eines
Paares conjugirter Punkte des
auf B gegebenen Punktsystems,
weil die drei Seitenpaare des
Vierecks aecy die Transversale B in drei Punktpaaren eines Punkt-
systems treffen miissen, welche sind bf, 0@, b'f. Wir sehen also,
dass bei den von ¢ und p beschriebenen projectivischen Punktreihen
zwei entsprechende gleiche Strecken verkehrt auf einander fallen,
mithin ¢y die conjugirten Punkte eines Punktsystems sind; diesem
Punktsystem gehort auch o und z als ein Paar conjugirter Punkte
und ebenso diejenigen Punkte ¢'p" an, in welchen € von af und b«
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getroffen wird. Wenn daher irgend ein auf die oben angegebene
Weise construirter Kegelschnitt K® als das Erzeugniss zweier pro-
jectivischer Strahlbiischel aufgefasst wird, welche in einem Paare aa
ihre Mittelpunkte haben, so treffen zwei entsprechende Strahlen die
Gerade € immer in zwei conjugirten Punkten ¢y eines Punktsystems;
es zeigt sich ferner, dass dieses Punktsystem fiir alle Kegelschnitte K®
dasselbe bleibt. Denken wir uns niimlich fiir den Augenblick ein Paar
bp fest und veriindern ae auf dem Triger U, so werden ba und fe
in zwei conjugirten Punkten ¢ und y eines Punktsystems die Gerade
€ treffen, weil € durch den Punkt # geht, der dem im Schnittpunkte
(B, A) liegenden p conjugirt ist; also werden auch by und fe in
einem Paar conjugirter Punkte a'¢’ die Gerade 2 treffen miissen; es
folgt daraus, dass dieses neue Punktsystem (¢, y), welches wir bei
Festhaltung von & und B auf € erhalten, mit dem vorigen identisch
ist, weil ein Paar ¢y und das Paar om, welche zur Bestimmung aus-
rveichen, coincidiren. Nehmen wir nun irgend zwei Paare conjugirter
Punkte z¢ und yn der beiden auf U und B gegebenen Punktsysteme
willkiirlich heraus, so werden, weil be und fe in einem Paare con-
jugirter Punkte ¢y des eben bestimmten Punktsystems die Gerade €
treffen, auch bz und B£ in einem andern Paare desselben treffen, und
weil 20 und £ in einem solchen Paare treffen, auch zy und £7 in
einem neuen Paare conjugirter Punkte. Wir erhalten mithin auf der
Geraden € ein festes durch die.-beiden auf U und B gegebenen Punkt-
systeme mitbestimmtes Punktsystem (¢, p) und sehen, dass, wenn die
Verbindungslinie irgend zweier Punkte z und y auf den Geraden 9
und B die dritte € in #z trifft, die Verbindungslinie der beiden zu x
und y conjugirten Punkte & und 5 die Gerade € in dem zu z conju-
girten Punkte ¢ trifft, so dass z und { ein Punktpaar des dritten
Punktsystems sind.

Die drei Punktsysteme (sc £) (v, n) (2, &) auf deu Triigern
A, B, € stehen noch in der allgemeineren Beziehung zu einander,
dass, wenn man aus jedem derselben ein beliebiges Paar conjugirter Punkte
herausnimmt, diese drei Punktpaare x&, yv, 2§ immer sechs Punkte eines
Kegelschnitts sind, wovon die vorige Higenschaft, dass, wenn zyz in einer
Geraden liegen, auch die drei conjugirten §7& in einer Geraden liegen
miissen, nur ein specieller Fall ist. Der allgemeine Fall lisst sich
aber so erweisen: Seien z, &; y, 1; 2, { die drei willkiirlich gewihlten
Paare conjugirter Punkte auf %A, B, €, so trefien xy und n§ die Ge-
rade € in zwei conjugirten Punkten des auf € bekannten Punktsystems;
ein zweites Paar conjugirter Punkte sind die Schnittpunkte von z§
und 7y mit. €, ein drittes Paar endlich z und §, folglich gilt die
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Gleichheit der Doppelverhiiltnisse der Strahlbiischel:

x(Eye8) = n (y&E2)
und da nach S. 8 identisch:

n (yEEe) = »n (Eyzf), also-
z (§y28) = n (Eysg), ist, -

so liegen die sechs Punkte x#§ynz{ auf einem Kegelschnitt (S. 126).

Hieraus folgt unmittelbar die Richtigkeit der obigen Behauptung,
dass das Punktsystem cy fiir alle Kegelschnitte K® dasselbe bleibt. Ist
daher dies Punktsystem auf © ein hyperbolisches, mit den beiden
Asymptotenpunkten g”%”, so miissen siimmtliche Kegelschnitte K durch
diese beiden festen Punkte ¢”/” und ausserdem durch die beiden vorhin
ermittelten Punkte ¢'/, also durch vier feste Punkte gehen; sie bilden
mithin ein Kegelschnittbiischel. Da das Punktsystem auf € von den
beiden gegebenen Punktsystemen auf € und B abhiingt, so bleibt
noch zu untersuchen, unter welchen Bedingungen es elliptisch oder
hyperbolisch wird, um zu erkennen, wann die beiden festen Grund-
punkte ¢”h” des Biischels reell und wann sie imaginiir sind. Das
immer reell vorhandene, von den drei Geraden ABE gebildete Drei-
seit bestimmt fiir jedes der drei Punktsysteme ein Paar conjugirter
Punkte, nimlich die beiden Schnittpunkte jeder der drei Geraden mit
den beiden andern; sind also die Ecken dieses Dreiseits (Fig. 64) o, x
und p (oder @), und wir nehmen irgend zwei Punkte @ und & inner-
halb der Dreiecksseiten A%, so wird nach dem bekannten Kriterium
(8. 56) das Punktsystem auf  elliptisch oder hyperbolisch sein, je
nachdem der conjugirte Punkt « auf der Verlingerung der Dreiecks-
seite A oder zwischen mp liegt, und dasselbe gilt fiir das Punktsystem
auf B. Die Verbindungslinie ab trifft nun die dritte Dreiecksseite € in ¢,
welches ausserhalb oz liegt, die Verbindungslinie «f3 dagegen in dem
zu ¢ conjugirten Punkte p; wenn daher « zwischen zp und f zwischen
06 liegt, so trifft «f die € ausserhalb om; dasselbe findet auch statt,
wenn « ausserhalb wp und gleichzeitig B ausserhalb 0@ liegt; sind
also die beiden Punktsysteme auf % und B gleichartig, d. h. beide
elliptisch oder beide hyperbolisch, so ist das Punktsystem auf €
hyperbolisch; sind sie dagegen wngleichartig, d. h. eines elliptisch und
das andere hyperbolisch, so ist das dritte Punktsystem auf € elliptisch.
Wir schen hieraus, dass von den drei Punktsystemen auf ABE noth-
wendig entweder alle drei hyperbolisch oder eines hyperbolisch und
die beiden andern elliptisch sein miissen. Wir kiénnen hiernach folgende
vier Fille unterscheiden:
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Punktsystem | Punktsystem §
aif. 9K ‘ auf B: Das Kegelschnittbiischel ha.t:'
I. hyperbolisch } hyperbolisch | vier reelle Grundpunkte ¢/ ¢"L”
1L hyperbolisch | elliptisch vier imaginire Grundpunkte
II1. elliptisch hyperbolisch | zwei reelle Grundpunkte ¢" A
IV. elliptisch ‘ elliptisch zwel reelle Grundpunkte ¢”7%”

und in diesen vier Fillen ist:

das Punktsystem auf ©:

I. | hyperbolisch
II. | elliptisch
ITL. | elliptisch

IV. | hyperbolisch.

Wir sehen hieraus, dass nur in dem Falle I ‘drei reelle Linien-
paare unter den Kegelschnitten des Biischels auftreten, dass aber in
jedem der drei iibrigen Fille nur ein und immer ein Linienpaar B, €
in dem Biischel vorkommt. Dieses Linienpaar geht nimlich hervor,
wenn das besondere Punktpaar pmx zn Mittelpunkten zweier erzeugenden
Strahlbiischel gewihlt wird, wobei danp wieder der parabolische Fall
projectivischer Beziehung eintritt (S. 73); sonst kann der Kegelschnitt
K® auf keine andere Weise in ein Linienpaar zerfallen, als wenn die
Mittelpunkte der ihn erzeugenden Strahlbiischel ¢ und « zusammen-
fallen, also das Punktsystem auf 2 hyperbolisch ist, und auch dann
wird ein solches Linienpaar nur reell vorhanden sein, wenn gleich-
zeitig das Punktsystem auf B hyperbolisch ist, also im Falle (I), wie
leicht zu erkennen. Zugleich sehen wir, dass in diesem vollstindig
reellen Falle die sechs Asymptotenpunkte zu je dreien auf vier Ge-
raden liegen, also ein vollstindiges Vierseit bilden, dessen drei Dia-
gonalen die Geraden ABE sind. Hieraus ergiebt sich beiliufig der
elementare Satz: Sind die drei Paare Gegenecken eines vollstindigen Vierseits
gh, §W, g'W' und trifft irgend eine Gerade in der Ebene diese drei
Diagonalen gh, g, ¢"h" beziehlich n den Punlten ss's”, so liegen die
zugeordneten vierten harmowischen Punkte 66 6" z2u jenen, indem jedes
Paar Gegenecken das andere Paar zugeordnet-harmonischer Punkte ist,
allemal i eimer neuen Geraden.™)

Das vorhin gefundene Resultat, dass die Kegelschnitte K® des
Biischels simmtlich durch die Asymptotenpunkte der auf den Trigern
B und € befindlichen Punktsysteme (b, 8) und (¢, ») hindurchgehen,
falls diese Punktsysteme oder eines von ihmen hyperbolisch sind, lisst

#) Siehe: J. Steiner, Aufgaben u. Lehrsiitze in Crelle’s Journal, Bd, III. 8. 212,
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sich anders aussprechen und wird dadurch unabhiingig ven der Natur
der beiden Punktsysteme. Es ist ersichtlich, dass die beiden festen
Punktsysteme auf B und € in Bezug auf jeden Kegelschnitt K@ des
Biischels diejenigen sind, welche diesem Kegelschnitt zugehoren (8. 140),
d. h. fir alle Kegelschnitte K® sind & und f ein Paar conjugirter
Punkte (S. 146), oder die Polare von b geht durch 8, und ebenso ist
es mit ¢, ; denn nehmen wir irgend ein Paar Punkte aa auf U als
Mittelpunkte der den Kegelschnitt K® erzeugenden Strahlbiischel, so
sind die Schnittpunkte (ab, «f) und (af, «b) zwei Punkte dieses Kegel-
schnitts, der auch durch a.und « geht, und das Viereck im Kegel-
schnitt hat b und B zu zwei Diagonalpunkten, folglich sind diese conju-
girte Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt (S. 147). Also fiir simmi-
liche Kegelschnitte K'® des Biischels ist das auf' B befindliche Punlitsystem
(b, B) und cbenfalls das auf € befindliche Punkisystem (c, y) dasjenige,
welches jedem Kegelscfinitt zugehivt.  Diese Eigenschaft involvirt die
obige, dass, wenn eines oder beide Punktsysteme hyperbolisch sind,
simmtliche Kegelschnitte des Biischels durch die Asymptotenpunkte
gehen miissen; sie bleibt aber auch bestehen, wenn eines oder beide
Punktsysteme elliptisch sind, und ist tiberhaupt unabhiingig von der
besonderen Natur dieser Punktsysteme; sie wirft auch ein klareres
Licht auf die hier betrachtete Entstehungsart des Kegelschnittbiischels,
denn anstatt von den beiden willkiirlich angenommenen Punktsystemen

(@, «) und (b, B) auf den Trigern A und B auszugehen, kénnen wir
die beiden festen Punktsysteme (b, g) und (¢, ) auf den Trigern B
und € als gegeben ansehen; dadurch ist das Punktsystem (a, a) auf
% vollstindig mitbestimmt, wie aus der vorigen Betrachtung hervor-
geht, und beliebig viele Paare conjugirter Punkte sind leicht zu con-
struiren. Wir kénnen also folgendes Ergebniss aussprechen: Sind zwei
feste Punktsysteme (b, B) und (c, p) auf den geraden Trigern B und €
gegeben, so bilden simmiliche Kegelschnitte in der Ebene, fiir welche diese
Punktsysteme dic ilmen zugehiiigen sind (d. h. jedes Paar conjugirter
Punkte eines Punktsystems ein Paar conjugirter Punkte in Bezug auf
den Kegelschnitt ist), ein Kegelschnittbiischel, und zwar hat dasselbe vier
reelle. Grundpunkte, die Asymptotenpunkte der beiden Punktsysteme, sobald
dieselben hyperbolisch sind, zwei reclle wnd zwei imagindgre Grundpunkte,
sobald eines der beiden gegebenen Pumlktsysteme hyperbolisch, das andere
elliptisch 1ist, wnd vier imagindre Grundpunlte, wenn beide Punktsysteme
elliptisch sind.  Diejenige Gerade N, welche die conjugirten Punkte zu
den in dem Schwittpunkte (B, C) = o vereinigten Punliten verbindet, st
die Polare von o fiir simmiliche Kegelschnitte des DBiischels; irgend zwei
Verbindungslinien be und By treffen U beziehlich in swei Punkten a und



256 Dritter Abschnitt.

a, welche conjugirte Punkte eines wnd desselben festen Punkisystems (a, )
auf W sind, und zwar desjenigen, in welchem das Kegelschnittbiischel die
Gerade U schneidel; hiernach lassen sich sdmmiliche Kegelschnitte des
DBiischels auf reelle Weise construiven, wie oben angegeben ist, migen die
Grundpunkte des Diischels reell oder imaginiy sein. Die Triger B, €
selbst Ubilden ein Linienpaar, welches ein besonderer Kegelschnitt des
Biischels st. :

- Die charakteristische Figenschaft des Kegelschnitthiischels, dass
eine beliebige Transversale in der Ebene desselben von jedem Kegel-
schnitte des Biischels in je zwei conjugirten Punkten eines Punktsystems
getroffen wird, lisst sich nun auch aus dieser neuen Construction des
Biischels nachweisen und bleibt bestehen, ob die Grundpunkte
des Biischels alle vier reell oder nur zwei oder keiner reell vorhanden
ist. - Treffe (Fig. 65) eine beliebige gerade Transversale T die

: Fig. 65. drei Geraden ABE in den resp.
Punkten abec, und seien afiy die
zu diesen conjugirten Punkte in
den drei auf AVBE befindlichen
Punktsystemen, so liegen nach
dem Vorigen «fy in einer neuen
Geraden T', und der Schnittpunkt
der Geraden T und T' sei s. Neh-
men wir nun ein beliebiges Punkt-
paar a'e' des auf 2 gegebenen
Punktsystems zu Mittelpunkten

zweier projectivischen Strahl-
biischel, welche einen Kegelschnitt
K@ des Biischels erzeugen, so wer-
den leicht vier Paare entsprechen-
der Strahlen dieser beiden Strahlbiischel anzugeben sein, nimlich die
folgenden:

a'(bBey) und e«'(Bbye).
Die Doppelverhiiltnisse dieser beiden Strahlbiischel von je vier
Strahlen sind also gleich und weil identisch:

al(Bbyc) = al(bfey) ist (Seite T),

a'(bfey) = ' (bBey),
d. h. die sechs Punkte a'a'bfcy liegen auf einem Kegelschnitt £® (der
offenbar nicht zum Biischel gehort). Fassen wir aber die vier Punkte
a'e!By dieses Kegelschnitts & auf, so lassen sich durch dieselben drei
Linienpaare legen. Der Kegelschnitt £ selbst und diese drei

so folgt:
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Linienpaare bestimmen auf der Transversale T vier Paare conjugirter
Punkte eines gewissen Punktsystems (8. 234), nimlich das Paar be,
das Paar as und die Schnittpunkte der T mit den Linienpaaren a'f,
«'y und a'p, o'f, welche wir nicht besonders bezeichnen wollen.
Diese beiden letzten Punktpaare, welche das Punktsystem vollstindig
bestimmen, liegen gleichzeitig mit denjenigen beiden Punkten xy in
Involution, in denen der Kegelschnitt K® die Transversale T trifft, denn
wegen der Projectivitiit der beiden den Kegelschnitt K® erzeugenden
Strahlbiischel miissen die Doppelverhiltnisse gleich sein:
a'(byxy) = a'(Bexy) oder
= o!(cPy=)

Die vier Strahlen a'(byzy) treffen also T in vier Punkten, deren
Doppelverhiiltniss gleich demjenigen zwischen den vier Punkten ist,
in welchen die andern vier Strahlen «'(¢fyx) dieselbe treffen, und
da zwei entsprechende gleiche Strecken (zy und yz) verkehrt auf
einander fallen, so erhalten wir auf ¥ ein Punktsystem, von welchem ein
Paar conjugirter Punkte zy, ein zweites Paar be und ein drittes Paar
die Schnittpunkte des Linienpaares a'y, «'f sind. Dieses Punktsystem
ist identisch mit dem vorhin ermittelten, weil zwei Punktpaare die-
selben sind; in dhnlicher Weise konnen wir aus der Gleichheit der
Doppelverhiiltnisse:

al(Bexy) = o' (byxy) = o' (ybyx)

schliessen, dass be, 2y und die Schnittpunkte des Linienpaares a'f,
o'y mit T sechs Punkte in Involution sind, was iibrigens nicht mehr
nothig ist. Wir sehen also, dass die sechs Punkte be, as, xzy Invo-
lution bilden, und veriindern wir das Punktpaar a'e’, also den Kegel-
schnitt K@, so erkennen wir, weil bc und as unveriindert bleiben, dass
simmtliche Kegelschnitte K® des Biischels die Transversale T in Paaren
conjugirter Punkte eines Punktsystems schneiden, w. z. b. w. Die
Schnittpunkte be entsprechen dem besonderen Kegelschnitt K@), welcher
. in das Linienpaar BE degenerirt, und die Schnittpunkte as demjenigen
Kegelschnitt K®, welcher als das Erzeugniss zweier projectivischer
Strahlbiischel auftritt, deren Mittelpunkte ¢ und « sind.

Aus der hierdurch nachgewiesenen Haupteigenschaft des Kegel-
schnittbiischels ergiebt sich nun auch unabhiingig davon, ob dasselbe
reelle oder paarweise imaginiire Grundpunkte hat, die Folgerung, dass
durch jeden belichigen Punkt der Ebeme ein und wnur cin emziger veeller
Kegelschnitt geht, welcher dem Biischel angehirt; denn ziehen wir durch
einen beliebigen Punkt P der Ebene eine Transversale, so fixiren die
Kegelschnitte des Biischels auf -ihr ein Puiktsystem, welches schon

durch irgend zwei Paare conjugirter Punkte bestimmt wird. Der dem
Steiner, Vorlesungen IL. 2. Aufl. 17
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Punkte P conjugirte Punkt des Punktsystems auf dieser Transversale
gehort dem einzigen Kegelschnitt des Biischels an, welcher durch P
geht, und drehen wir die Transversale um P, so erhalten wir als
Aufeinanderfolge der conjugirten Punkte den ganzen reell vorhandenen
Kegelschnitt. Es kinnen aber durch P keine zwei verschiedenen Kegel-
schnitte des Biischels gehen, denn sonst miisste es in einem Punkt-
systemm zu irgend einem Punkte mehr als einen conjugirten Punkt
geben, was der Natur des Punktsystems widerspricht.

Es folgt ferner, dass das Kegelschnittbiischel durch zwei beliebig in
der Ebene anzunehmende Kegelschnitte vollstindig bestimmt ist, weil die-
selben auf jeder Transversale das Punktsystem durch zwei Paare
conjugirter Punkte bestimmen. Aber eine solche Transversale T in
der Ebene braucht nicht von jedem Kegelschnitte des Biischels ge-
troffen zu werden, d. h. es kann auch imaginire Punktpaare eines
Punktsystems geben. Um dieses Verhalten klarer zu tibersehen, denken
wir uns die beiden Schnittpunkte der Transversale ‘T mit einem Kegel-
schnitte des Biischels als die Asymptotenpunkte desjenigen Punkt-
systems, welches der Geraden T in Bezug auf den Kegelschnitt K®
zugehort (8. 140); ist dieses Punktsystem hyperbolisch, so sind die
Schnittpunkte reell, ist es elliptisch, so sind sie imaginir. Fiir jeden
Kegelschnitt K® erhalten wir also auf der Transversale ¥ ein anderes
Punktsystem, und alle diese unendlich vielen Punktsysteme auf ‘T stehen
in dem Zusammenhange mit einander, dass ihre Asymptotenpunkte
selbst ein Punktsystem (z, &) bilden, welches von dem Kegelschnitt-
biischel auf T ausgeschnitten wird. Nehmen wir nun einen beliebigen Hiilfs-
kegelschnitt 8 in der Ebene an, und verlegen nach irgend einem Punkt
B desselben” die Mittelpunkte von Strahlsystemen, welche mit den auf
T befindlichen unendlich vielen Punktsystemen perspectivisch liegen,
so wird, wenn wir ein Strahlsystem der Art bilden, jedes Paar con-
jugirter Strahlen eine Sehne auf £@ ausschneiden, die durch einen
festen Punkt P liuft (S. 151), und wir verwandeln also ein jedes Punkt-
system auf T in einen Punkt P oder ein einfaches Strahlbtischel (P).
Ist das betrachtete Punktsystem auf T hyperbolisch, so muss P ausser-
halb des Hiilfskegelschnittes 8 liegen, niimlich der Schnittpunkt der
beiden Tangenten sein in denjenigen Punkten, in welchen die Asymptoten
“des in B befindlichen mit jenem Punktsystem perspectivischen Strahl-
systems den ®® treffen. P ist also jedesmal der Pol derjenigen Ge-
raden, welche die beiden Schnittpunkte des Hiilfskegelschnitts mit den
Strahlen, welche von B mnach den beiden Asymptotenpunkten eines
auf T befindlichen Panktlsystems hinlaufen, verbindet. Da nun diese
Asymptotenpunkte selbst ein Punktsystem (z, &) bilden, welches durch
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das Kegelschnittbiischel ausgeschnitten wird, so laufen die Sehnen
alle durch einen festen Punkt O, und der *Punkt P bewegt sich also
auf einer festen Geraden £, der Polare von O in Bezug auf den Hiilfs-
kegelschnitt 8®. Alle Punktsysteme auf T sind also in die siimmt-
lichen Punkte P einer bestimmten Geraden £ verwandelt, der Art,
dass, wenn wir nunmehr von irgend einem Punkte P der Geraden £
die Polare construiren und ihre Schnittpunkte auf 8@ mit B verbinden,
dieses Strahlenpaar die Transversale T in einem Punktpaar (z, ) trifft.
Hieraus zeigt sich, dass, wenn das Punktsystem (z, &) auf T elliptisch
ist, der Punkt O innerhalb des Hiilfskegelschnitts 8©? liegen muss, also
die Gerade € denselben gar nicht trifft, mithin alle unendlich vielen
Punktsysteme auf T hyperbolisch sind, oder was dasselbe sagt: Alle
Kegelschnitte des Biischels treffen eine Transversale T in recllen Punkt-
paaren, sobald das Punkisystem auf T elliptisch ist, welches die Schwitt-
punkte je eines Kegelschnitts des Biischels zu einem Paare conjugirter
Punkte hat. Wenn dagegen das Punktsystem (x, £) auf T hyper-
bolisch ist, so liegt O ausserhalb des Hiilfskegelschnitts 8, die Gerade
£ schneidet ihn daher in zwei reellen Punkten, welche die beiden Ge-
biete auf & abgrenzen, innerhalb deren solche Punkte P liegen, die
reelle Tangentenpaare an & zulassen, und solche P, durch welche
keine Tangente geht. Von den unendlich vielen Punktsystemen auf T
ist also eine Gruppe hyperbolisch und die andere elliptisch. Den Ueber-
gang bilden zwei parabolische Punktsysteme, welche den Asymptoten-
punkten des Punktsystems (z, £) zugehoren, d. h. es giebt zwei Kegel-
schnitte des Biischels, welche die Transversale T beriihren, wie be-
reits bekannt ist. Ist also das Punkisystem (z, E), welches von’ den
Kegelschwitten eines Biischels auf einer Transversale & ausgeschnitten
wird, lyperbolisch, so treffen wicht alle Kegelschwitte desselben die T in
reellen Punkipaaren. Das hyperbolische Punktsystem hat also auch imagi-
ndre Paare conjugirter Punkte, was beim elliptischen Punktsystem nicht
der Fall ist.

Ist das Punktsystem (z, §) auf der Transversale T hyperbolisch,
und sind p und ¢ die Asymptotenpunkte desselben, so muss jedes
reelle Schnittpunktpaar eines Kegelschnitts des Biischels mit T ein
Paar zugeordnet-harmonischer Punkte mit p und ¢ sein; diese Eigen-
schaft hort aber auf, wenn das Schnittpunktpaar imagindr ist; wir
kiénnen an ihre Stelle eine allgemeinere Eigenschaft setzen, welche
jene nicht nur ersetzt, sondern auch von der Realitiit der Schnitt-
punkte unabhingig ist, niimlich folgende: Die Asymptotenpunkte pg
des auf der Transversale T durch das Kegelsehnittbiischel ausgeschwitienen
Punkisystems sind ein Paar conjugivter Punkte in Bezug auf simmitliche

17%
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Kegelschnitte des Biischels. Hieraus folgt, wenn wir irgend zwei Kegel-
schnitte des Biischels auffassen, von denen jeder auf der Transversale T
ein bestimmtes ihm zugehoriges Punktsystem inducirt, dass diese
beiden Punktsysteme ein gemeinschaftliches Paar conjugirter Punkte
haben, die Asymptotenpunkte des auf T durch das Kegelschnittbiischel
ausgeschnittenen Punktsystems (#, £), und umgekehrt, sobald zwei
das Kegelschnittbiischel bestimmende Kegelschnitte gegeben sind und
eine Transversale T, von welcher nicht erforderlich ist, dass sie die
beiden Kegelschnitte in reellen Punkten treffe, so wird das Punkt-
system (z, £) auf T dadurch gefunden werden konnen, dass wir das
gemeinschaftliche Paar conjugirter Punkte der beiden auf T durch die
beiden gegebenen Kegelschnitte inducirten Punktsysteme aufsuchen
(S. b8); ist dieses pg gefunden, so werden pg die Asymptotenpunkte
des Punktsystems (z, £) sein, welches dadurch vollstindig bestimmt
ist. Das Kegelschnittbiischel besitzt also folgende Higenschaft: Alle
Punkitsysteme, welche auf eimer belicbigen Transversale als den wver-
schiedenen Kegelschmitten des Biischels zugehirig inducirt werden, haben
ein gememschaftliches Paar conjugirter Punkte, nimlich die Asymptotenpunkte
des auf der Transversale durch die Kegelschnitte des Biischels ausgeschnittenen
Punltsystems (z, £). Diese Eigenschaft wird spiiter bei den Polaritiits-Be-
ziehungen des Kegelschnittbiischels noch niher erbrtert werden (§. 47).

Es driingt sich hiernach die unabweisbare Frage auf, ob aus
der in diesem Paragraphen angegebenen Erzeugungsweise des Kegel-
schnittbiischels in allen vier oben unterschiedenen Fillen simmt- -
liche Kegelschnitte hervorgehen, die in dem Biischel enthalten sind.
Dies ist nach dem Vorigen evident in den Fillen III und IV, wo das
erzengende Punktsystem auf ¥ elliptisch ist; in den Fillen I und II
aber, wo es hyperbolisch ist, fragt es sich, ob fiir jeden Punkt s der
Ebene der durch s gehende einzige Kegelschnitt, welcher zum Biischel
gehort, durch zwei projectivische Strahlbiischel erzeugt werden kann,
welche ihre Mittelpunkte in einem Paare conjugirter Punkte ¢ und «
des auf ¥ gegebenen Punktsystems haben, d. h. ob durch jeden Punkt
s zwei solche Strahlen ab und «fi gehen, deren Schnittpunkte mit %
und B, nimlich ¢« und bf, zwei Paare conjugirter Punkte der beiden
auf A und B gegebenen Punktsysteme sind. Legen wir durch s
zwei Strahlsysteme . perspectivisch mit (@, «) und (b, ), so haben
dieselben (Seite 158) ein gemeinschaftliches Paar conjugirter Strahlen,
sobald eines der beiden Strahlsysteme elliptisch ist, also immer in
den Fillen II, III, IV; sind dagegen beide hyperbolisch, also im Falle
I, so haben sie nur dann ein gemeinsames Paar, wenn die Asymptoten
des einen durch die des andern nicht getrennt werden, im andern
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Falle keing. Mithin werden in der That durch ungere Construction
in dem Falle I nicht siimmtliche Kegelschnitte des Biischels erhalten;
dies ist aber gerade der bequemste Fall von vier reellen Grundpunkten,
welcher am einfachsten durch die in §. 39 ausgefiihrte Betrachtung
erledigt wird. In dem Falle I eines Kegelschnittbiischels mit vier
imaginiren Grundpunkten, fiir den die in diesem Paragraphen mit-
getheilte Construction die einzige war, zeigt sich also, dass dieselbe
simmtliche (reellen) Kegelschnitte des Biischels liefert; denn es giebt
durch irgend einen reellen Punkt s der Ebene nur einen Kegelschnitt
des Biischels; dieser ist unter den von uns construirten enthalten,
weil durch s ein Paar reelle Strahlen sab und sef gehen, wenn (im
Falle II) das Punktsystem auf 2 hyperbolisch, auf B elliptisch ist;
die Strahlbiischel (@) («) erzeugen aber diesen Kegelschnitt. Mithin darf
ein Kegelschnitt des Biischels, dessen Schnittpunkte mit 2 imaginfir wiren,
tiberhaupt keinen reellen Punkt s haben, muss also ganz imaginir sein.

Diese eigenthiimliche Frscheinung, dass durch die oben mitge-
. theilte reelle Construction des Kegelschnitthiischels mit vier imagi-
niren Grundpunkten siimmtliche reellen Kegelschnitte des Biischels
erhalten werden, obwohl das erzeugende Punkisystem auf U hyper-
bolisch ist, hat ihren Grund in der besonderen Bezichung, welche die
Gerade A zu dem Kegelschnitthiischel hat. In diesem Kegelschnitt-
biischel mit vier imaginéiren Grundpunkten kommt namlich ein reelles
Linienpaar B, €, dessen Schnittpunkt o ist, und zwei imaginiire Linien-
paare vor, deren jedes einen reellen (Doppel-) Punkt hat; die letzteren
sind die Asymptotenpunkte g und % des_auf U gegebenen hyperbolischen
Punktsystems; jeder dieser beiden Punkte ist als ein Kegelschnitt (Null-
Kegelschnitt, analog den Null-Kreisen oder Grenzpunkten eines Kreis-
biischels mit ideeller gemeinschaftlicher Secante), der sich auf einen Punkt
zusammengezogen hat, oder als Schnittpunkt eines imaginiiren Linien-
paares (S. 112) anzusehen, weil das Strahlsystem g (b, §) elliptisch ist,
ebenso % (b, f). Die Gerade U hat also die eigenthiimliche Beziehung
zum Kegelschnittbiischel, dass sie die beiden Nullkegelschnitte enthilt.
Sie ist zugleich die Polare des Punktes o fiir simmtliche Kegelschnitte
des Biischels, weil, wie leicht aus der angegebenen Construction zu
sehen ist, die beiden Tangenten in a und « fiir einen Kegelschnitt
des Biischels durch o gehen. Ist das Punktsystem (@, «) auf U hyper-
bolisch, was in den Fiillen (I) und (IT), d. h. bei einem Kegelschnitt-
biischel mit vier reellen, und bei einem Kegelschnittbiischel mit vier
imaginiren Grundpunkten eintritt, so sind die beiden Asymptoten-
punkte g und % harmonisch zugeordnet zu jedem Schnittpunktpaar ae,
also conjugirte Punkte in Bezug auf jeden Kegelschnitt des Biischels;
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da nun U die Polare von o ist, so bilden die drei Punkte og % ein Tripel
conjugirter Punkte oder ein Polardreieck fiir alle Kegelschnitte des
Biischels; also ebenso wie bei dem Kegelschnittbiischel mit vier reellen
Grundpunkten die drei Diagonalpunkte des von jenen gebildeten voll-
stindigen Vierecks oder die Doppelpunkte der drei reellen in dem Kegel-
schnitthiischel enthaltenen Linienpaare ein gemeinschaftliches Tripel con-
jugirter Punfite fir alle Kegelschnitte des Biischels sind, giebt es auch
bei dem Kegelschnittbiischel mit vier imaginéiren Grundpunkten ein
reelles gemeinschaftliches Polardreieck (o, g, k) fiir alle Kegelschnitte
des Biischels; der eine Tripelpunkt ist der Durchschnittspunkt des
einzigen reellen Linienpaares, welches in dem Biischel enthalten ist;
von den beiden andern Tripelpunkten ist jeder als der Durchschnittspunkt
eines imaginiiren Linienpaares anzusehen. Bei dem Kegelschnittbiischel
mit zwei reellen und zwei imaginiren Grundpunkten ist von dem ge-
meinschaftlichen Tripel nur ein Punkt (o), der Doppelpunkt des einzigen
im Biischel enthaltenen Linienpaars, und die Polare von ihm (2() reell,
die beiden andern Tripelpunkte auf ihr (g und %) sind imaginir.

§. 43. Ueber die besondere Natur der in einem Biischel enthaltenen
Kegelschnitte.

Die Irage, ob gleichzeitig Hyperbeln, Parabeln, Ellipsen in einem
Kegelschnittbiischel vorkommen, ist zwar schon in §8§. 39 und 41 fiir
den Fall, dass dasselbe vier oder wenigstens zwei reelle Grundpunkte
besitzt, beantwortet worden, soll aber hier noch einmal unabhiingig
davon, ob die Grundpunkte reell oder paarweise imagindr sind, all-
gemeiner und umfassender erdrtert werden, indem wir nur die charakte-
ristische Eigenschaft des Kegelschnittbiischels voraussetzen, dass jede
geradlinige Transversale von demselben in einem Punktsystem geschnitten
wird, was oben fiir alle Fille erwiesen ist. Nehmen wir nimlich statt
einer solchen willkiirlichen Transversale die unendlich-entfernte Ge-
rade G, so wird auch auf ihr durch das Biischel ein bestimmtes
Punktsystem (x, §) fixirt. Dieses ist durch zwei Paare conjugirter
Punkte vollstindig bestimmt; setzen wir die Entstehungsart des Kegel-
schnitthiischels im vorigen Paragraphen voraus, so kinnen wir zwei
reelle Paare conjugirter Punkte des Punktsystems (z, &) auf G, da-
durch erhalten, dass wir einmal die beiden unendlich-entfernten Punkte
des einen immer reellen Linienpaars (B, €) als ein Paar nehmen und
zweitens den unendlich-entfernten Punkt des Trigers % und den un-
endlich - entfernten Punkt derjenigen Geraden 9 als zweites Paar
wihlen, welche die Mittelpunkte der drei Punktsysteme auf ABE
enthélt; der Mittelpunkt des Punktsystems (@, ) und sein conjugirter,
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der unendlich-entfernte auf A, sind niimlich die Mittelpunkte zweier
eine Hyperbel erzeugenden projectivischen Strahlbiischel und der andere
unendlich-entfernte Punkt dieser Hyperbel liegt im Unendlichen der
Geraden M, welche die Mittelpunkte der gegebenen Punktsysteme auf
A und B verbindet. Ist das Punktsystem (z, £) auf G, bekannt,
welches von dem Kegelschnittbiischel ausgeschnitten wird, so kénnen
wir unmittelbar daraus auf die Natur der Kegelschnifte schliessen,
welche "in dem Biischel enthalten sind; jede Hyperbel des Biischels
schneidet nimlich G in zwei reellen conjugirten Punkten dieses Punkt-
systems, jede Ellipse in zwei imaginiiren und eine Parabel in zwei
zusammenfallenden. Ks giebt also in dem Kegelschnittbiischel allemal
zwei Parabeln, sobald das Punktsystem (2, ) anf &, hyperbolisch
ist; die Asymptotenpunkte desselben sind die Beriihrungspunkte dieser
Parabeln, sie bestimmen die Richtungen ihrer Axen; es giebt dagegen
keine Parabel in dem Biischel, sobald das Punktsystem (x, §) auf G
elliptisch ist; ist es insbesondere parabolisch, d. h. fallen die beiden
Asymptotenpunkte zusammen (8. 52), so ist dieser Punkt einer der vier
Grundpunkte des Biischels selbst, welches dann nur eine Parabel enthilt.,

Wir haben noch ein bequemeres Mittel, um zu erfahren, wann
das Punktsystem (z, &) auf & elliptisch und wann es hyperbolisch
ist; da nimlich die Geraden 8 und € ein Paar conjugirter Richtungen
und die Geraden ¥ und I ein zweites Paar conjugirter Richtungen,
fir das Punktsystem (x, &) auf G, bestimmen, so ist nachzusehen,
ob die ersten beiden Richtungen durch die andern beiden getrennt
werden oder nicht; im ersten Ifalle wird das Punktsystem elliptisch,
im zweiten Falle hyperbolisch sein; wir haben also durch den
Schnittpunkt (B, €) eine Parallele zu M zu ziehen und nachzusehen,
ob dieselbe zwischen den Punkten p und m (Fig. 65) durchgeht oder
nicht; im ersten Falle ist das zu untersuchende Punktsystem elliptisch,
im andern hyperbolisch. Wir werden nun alle vier (S. 2564) unter-
schiedenen Fiille ins Auge zu fassen haben, um die Lage der Geraden
M zu bestimmen. Fassen wir das von den drei Geraden ABE ge-
bildete Dreiseit auf, dessen Ecken paarweise conjugirte Punkte fiir
jedes der drei Punktsysteme auf ABE sind, und bezeichnen demgemiiss
diese Ecken doppelt mit p und &, # und r, ¢ und o, so dass die
Paare p und z auf A, 0 und & auf B, » und ¢ auf € conjugirte
Punkte sind (Fig. 65); bezeichnen wir ferner die drei Mittelpunkte
der Punktsysteme, welche in der Geraden 3 liegen, beziehlich mit
My, Mg, M, so wird, wenn das Punktsystem auf 9 hyperbolisch ist,
m, ausserhalb pz liegen, wenn es elliptisch ist, zwischen pm, und ebenso
bei den beiden andern; von den Asymptotenpunkten liegt aber immer
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einer zwischen jedem Paare conjugirter Punkte und der andere ausser-
halb; endlich wird jede Seite des Dreiecks durch die beiden in ihr
befindlichen Ecken in ein endliches Stiick und zwei unendliche zerlegt,
z. B. A in die drei Strecken p bis oo, z bis oo und p his . Dles
festgehalten, haben wir jetzt:

I. Das Punktsystem auf A hyperbolisch, 8 hyperbolisch, € hy-
perbolisch; das Kegelschnittbiischel hat vier reelle Grundpunkte, die
Asymptotenpunkte auf B und €. Die Mittelpunkislinie I muss alle
drei Dreiecksseiten in ihren Verlingerungen treffen, d. h. M trifft ent-
weder:

1) B in der Strecke von & bis oo und € von ¢ bis oo

oder 2) B - - - SES R R R R M
- 3B - - - 2, @0~ SeEEERl - 00
- 4% - - - -0 © - € - g - o0

in den beiden Fillen 1) und 2) wird eine mit 9t parallel durch o ge-
legte Gerade zwischen pz durchgehen, in den Fiillen 3) und 4) ausser-
halb; also in 1) und 2) ist das zu untersuchende Punktsystem ellip-
tisch, in 3) und 4) hyperbolisch. Die beiden ersten Fille unterschei-
den sich aber von den beiden letzten riicksichtlich der Lage der vier
Asymptotenpunkte (der Grundpunkte des Kegelschnittbiischels) folgen-
dermassen: In den beiden ersten Fillen trennt die Verbindungslinie
zweier die beiden andern, wogegen die Verbindungslinie der letzteren
die beiden ersteren nicht trennt; in den Fillen 3) und 4) tremnt die
Verbindungslinie zweier die beiden andern nicht und auch die Ver-
bindungslinie der letzteren die beiden ersteren nicht, oder es tremnt
gleichzeitig die Verbindungslinie zweier die beiden andern und die
Verbindungslinien der letzteren die beiden ersten. Dies ldisst sich
auch so aussprechen: In den Fiillen 1) und 2) liegen die vier Asymptoten-
punkte auf B und € (Grundpunkte des Kegelschnittbiischels) so, dass
einer innerhalb des von den drei andern gebildeten Dreiecks sich be-
findet, und das Punktsystem (&, &) auf G ist dann elliptisch; in den
Fillen 3) und 4) liegen die vier Punkte so, dass jeder ausserhalb des
von den drei anderen gebildeten Dreiecks sich befindet, und das Punkt-
system (z, &) ist dann hyperbolisch. Dies stimmt mit unserem friither
(§. 39) gefundenen Kriterium iiberein.

II. Punktsystem auf % hyperbolisch, B elliptisch, € elliptisch;
das Kegelschnitthiischel hat vier imagin%ire Grundpunkte; die Gerade
M muss die Dreiecksseiten B und € in Punkten treffen, die zwischen
den Ecken des Dreiecks liegen; “sie selbst, daher auch d:e durch o zu
ihr gezogene Parallele, wird nothwendig die dritte Dreiecksseite A
ausserhalb p=x treffen, also das zu untersuchende Punktsystem ist
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hyperbolisch: Fin Kegelschnittbiischel mit vier tmaginiren Grundpunkien
schneidet auf der unendlich-entfernten Geraden ein Punktsystem aus,
welches allemal hyperbolisch ist.

III. Punktsystem auf 2 elliptisch, B hyperbolisch, € elliptisch;
das Kegelschnittbiischel hat zwei reelle Grundpunkte, die Asymptoten-
punkte auf B, und zwei imaginire auf €, der ideellen gemeinschaft-
lichen Secante oder dem zweiten Theil des reellen Linienpaars, dessen
einer Theil. die reelle gemeinschaftliche Secante B ist. Die Gerade I
trifft A und € zwischen den Dreicksecken und B ausserhalb; es sind
hier zwei Fille zu unterscheiden, nimlich I trifft entweder

1) B in der Strecke von o bis oo

oder 2) B - - - - @ - o0;

im ersten Falle wird die durch o zu M gezogene Parallele die Gerade

A zwischen p und = treffen, im zweiten Falle ausserhalb pz, also im

ersten Falle ist das zu untersuchende Punktsystem elliptisch, im zweiten

hyperbolisch; wir sehen aber zugleich, dass im ersten Falle die ideelle

gemeinschaftliche Secante zwischen den beiden reellen Grundpunkten
durchgeht, im andern Falle nicht; also:

Fin Kegelschwittbiischel mit zwei reellen und zwei imagindren Grund- "
punkten (auf der ideellen gemeinschaftlichen Secamte) schneidet auf der
unendlich-entfernten Geraden ein elliptisches Punlitsystem aus, wenn die
ideelle gemeinschaftliche Secante zwischen den beiden reellen Grundpunkten
hindurchgeht, dagegen ein hyperbolisches Punlitsystem, wenn dies wicht der
Fall ast. (S. 248.)

IV. Punktsystem auf 9 elliptisch, P elliptisch, € hyperbolisch;
das Kegelschnittbiischel hat zwei reelle Grundpunkte, die Asymptoten-
punkte auf €, und zwei imaginire auf B. In ganz gleicher Weise,
wie im Falle III. stellt sich hier dasselbe Kriterium heraus.

Die Schnittpunkte eines Kegelschnitts und einer Geraden konnen
wir, ganz abgesehen davon, ob sie reell oder imaginiir sind, durch
ein immer reelles Gebilde vertreten lassen, niimlich das Punktsystem,
welches der Geraden in Bezug auf den Kegelschnitt zugehort (S. 140);
ist dieses hyperbolisch, so sind die Asymptotenpunkte desselben die
reellen Schnittpunkte; ist es elliptisch, so sind die Schnittpunkte ima-
gindir; ist es parabolisch, so berithrt die Gerade den Kegelschnitt.
Der G, gehort nun in Bezug auf einen Kegelschnitt dasjenige Punkt-
system zu, in welchem das System der conjugirten Durchmesser des
Kegelschnitts (8. 162) dieselbe trifft; letzteres liegt im Endlichen,
wiithrend die unendlich-entfernte Gterade sich der Anschauung entzieht;
wir fassen daher zweckmissiger die Strahlsysteme der conjugirten
Durchmesser fiir simmtliche Kegelschnitte des Biischels ins Auge und
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ziehen durch irgend einen Punkt B der Ebene Parallele zu den Paaren
conjugirter Strahlen dieser siimmtlichen Strahlsysteme oder verschieben
dieselben parallel, ohne sie zu drehen, nach irgend einem gemein-
schaftlichen Centrum B. Dadurch erhalten wir in B unendlich viele
auf einander liegende Strahlsysteme, welche die G, in denjenigen
Punktsystemen treffen, die ihr in Bezug auf alle Kegelschnitte des
Biischels zugehtren. Diese Strahlsysteme in B haben einen leicht
zu ermittelnden Zusammenhang mit einander. Legen wir nimlich
- durch B einen beliebigen Hiilfskegelschnitt 2 und fassen eines jener
Strahlsysteme ins Auge, so schneidet jedes Paar conjugirter Strahlen
desselben eine Sehne in &® aus, welche durch einen festen Punkt
P geht und umgekehrt bestimmt der Punkt P das ganze Strahl-
system in B, indem jede durch P gehende Transversale den Kegel-
schuitt 8 in zwei solchen Punkten trifft, dass ihre Verbindungslinien
mit B ein Paar conjugirter Strahlen dieses Strahlsystems sind; das
aus P an den Kegelschnitt 8 gelegte Tangentenpaar liefert also, wenn
man die Berithrungspunkte mit B verbindet, die Asymptoten des
Strahlsystems. Jedes von den nach B verlegten Strahlsystemen liefert
also einen bestimmten Punkt P, und der Ort der Punkte P fiir simmt-
liche Strahlsysteme in B kann dadurch bestimmt werden, dass wir
P als den Pol derjenigen Sehne des Kegelschnitts 82 auffassen, welche
die beiden Asymptoten eines jener Strahlsysteme ausschneiden. Diese
Asymptoten bilden aber selbst ein eigenes Strahlsystem, welches nach
dem Punktsystem (z, £) auf G, hingeht. Jene Sehnen laufen daher
durch einen festen Punkt O, und der Ort des Punktes P ist die Polare
von O in Bezug auf den Hilfskegelschnitt ®®, also eine Gerade. Wir
haben hiernach zunichst folgenden Satz:

Verschiebt man alle Strahlsysteme der conjugivten Durchimesser simmit-
licher Kegelschnitte eines Biischels mit Beibehaltung der wrspriinglichen Rich-
tung iloer Strahlenpaare nach irgend einem Punlite B der Peripherie eines
beliebigen Kegelschnitts &2 und macht sie dadurch concentrisch, so bestimmen
die conjugirten Strahlenpaare jedes Strahlsystems fiir sich solche Sehnen
auf 82, die durch einen Punkt P laufen, und alle solche Punkte P, die
den gesammien Strahlsystemen entsprechen, liegen auf einer und derselben
Geraden £ (und erfiillen dieselbe).

Schneidet die Gerade € den Hiilfskegelschnitt 82 nicht, so besteht
das Kegelschwittbiischel aus lauter Hyperbeln; jedes aus einem Punkte
P der Geraden € an 82 gelegte Tangentenpaar beriihrt in zwei Punkten,
welche mit B verbunden die Richtungen der Asymptoten dieser Hy-
perbeln liefern; da der Pol der Geraden £ in Bezug auf §?2 in diesem
Fall innerhalb des Kegelschnitts & liegt, so ist das Punktsystem (=, &)
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auf G elliptisch, oder die durch den Punkt B den Asymptoten simmi-
licher Hyperbeln des Biischels parallel gezogenen Strahlenpaare bilden
selbst ein elliptisches Strahlsystem. Beriihrt die Gerade £ den Kegel-
schnitt &2, so zeigt dies an, dass alle Kegelschnitte des Biischels einen
unendlich-entfernten Punkt gemein haben, also einer der vier Grund-
punkte des Biischels im Unendlichen liegt; das Kegelschnittbiischel ent-
héilt in diesem Fall eine einzige Parabel und lauter Hyperbeln; das
Punktsystem (z, £) auf 7, ist parabolisch.

Schneidet die Gerade £ den Kegelschnitt &2 in zwei reellen -
Punkten, so besteht das Kegelschnittbiischel aus einer Gruppe Hyperbeln,
einer Gruppe Ellipsen und zwei Parabeln, welche jene beiden Gruppen
von einander trennen; denjenigen Punkten P nidmlich, welche auf der
Geraden £ ausserhalb des Kegelschnitts ®® liegen, entsprechen die
Hyperbeln des Biischels, denjenigen Punkten P, welche innerhalb &
liegen, die Ellipsen u.nd den beiden Schnittpunkten der Geraden £
mit §® die beiden Parabeln. In der That, sobald das nach B parallel
verlegte System der conjugirten Durchmesser hyperbolisch ist, ist
auch der zugehorige Kegelschnitt eine Hyperbel, und sobald es ellip-
tisch ist, eine Ellipse; der Punkt P erzeugt aber, wenn er ausserhalb
! liegt, in B ein hyperbolisches Strahlsystem, und wenn er inner-
halb &® liegt, ein elliptisches, daher ist der ihm zugehirige Kegel-
schnitt des Biischels im ersten Falle Hyperbel, im zweiten Ellipse.
Liegt P in einem der beiden Schnittpunkte der Geraden £ mit 82, so
wird das Strahlsystem in B parabolisch, weil die beiden Asymptoten
zusammnienfallen, und der zugehdrige Kegelschnitt des Biischels aus
demselben Grunde Parabel, weil seine beiden Schnittpunkte mit &
zusammenfallen; es giebt also zwei Parabeln in dem Biischel. Das
Punktsystem (z, £) auf G ist hyperbolisch, und die beiden Asymptoten-
punkte desselben geben die Richtungen der Axen der beiden zum
Biischel gehorigen Parabeln an.

Da jeder Punkt P der Geraden ¥ dasjenige Strahlsystem in B
hervorruft, welches dem conjugirten Durchmesser-Systeme eines Kegel-
schnitts des Biischels parallel lduft, welcher P entspricht, und da
alle Punkte P in derselben Geraden £ liegen, so haben alle Strahl-
systeme in B ein gemeinschaftliches Paar conjugirter Strahlen, die
nach den Schnittpunkten der Geraden £ mit dem Kegelschnitte §® hin-
gehen, denn durch jeden Punkt P geht eben auch die Gerade £ selbst
welche dies Paar bestimmt, also:

Sammitliche Kegelsckmtte eines Biischels haben je ein besonderes Paar
conjugirter Durchmesser, welches dieselben zwei festen Richtungen hat;
diese Richtungen sind die der Azen derjenigen beiden Parabeln, welche
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wn dem Biischel vorkommen; sie sind also mit diesen selbst reell oder
imagindr. Hieraus lassen sich die beiden Parabeln eines Biischels
finden, sobald dasselbe durch irgend zwei Kegelschnitte gegeben - ist.
Man verlege in einen beliebigen Punkt B der Ebene zwei Strahlsysteme,
welche beziehungsweise parallel laufen den Systemen der conjugirten
Durchmesser der beiden gegebenen Kegelschnitte, und bestimme das ge-
meinschaftliche Paar conjugirter Strahlen dieser beiden concentrischen
Systeme (8. 158); dasselbe ist immer reell, sobald nur einer der beiden
Kegelschnitte Ellipse ist, oder falls beide Hyperbeln sind, sobald die
beiden Asymptoten der einen ihrer Richtung nach in denselben Winkel-
raum zwischen die Asymptoten der andern hineinfallen; nur wenn
die - Asymptoten der einen durch die der andern getrennt werden,
giebt es kein reelles gemeinschaftliches Paar conjugirter Strahlen,
also auch keine Parabel.

Es ist von besonderem Interesse, die vorige Betrachtung in der Weise
zu specialisiren, dass man fiir den Hiilfskegelschnitt einen Kreis annimmt;
dann wird ein solcher durch den veriinderlichen Punkt P gehender Strahl
welcher Durchmesser des Kreises §® ist, denselben in zwei Punkten treffen,
welche mit B verbunden die Axen des zugehorigen Strahlsystems
geben; das Tangentenpaar ans P an den Kreis 82 (falls P ausserhalb
liegt) liefert zwei Beriihrungspunkte, die mit B verbunden die Asym-
ptoten des Strahlsystems geben. Der Asymptotenwinkel einer Hyper-
bel & wird aber durch das Verhiltniss der Axen bestimmt (S. 179)

tg 4 & = % ; der Winkel des aus P an den Hiilfskreis gelegten Tan-

gentenpaars ist aber 180" — 24 ; nehmen wir an, die Gerade & (der
Ort des Punktes P) treffe den Hiilfskreis &® nicht, also das ganze
Kegelschnittbiischel bestehe aus Hyperbeln, so verindert sich der
Winkel 180° — 28, oder sein Nebenwinkel 24, indem er von O (fiir
den unendlich - entfernten Punkt) bis zu einem gewissen grossten
Werthe wiichst, welcher demjenigen Punkte m der Geraden £ ent-
spricht, der dem Kreise am niichsten liegt, also dem Fusspunkt des
aus dem Kreismittelpunkte auf die Gerade £ gefiillten Perpendikels,
und ebenso wieder von diesem Maximumswerthe bis 0 abnimmt, wo-
bei fiir ziei gleichweit von m abstehende Punkte der Winkel 249,
also auch & denselben Werth annimmt. Zwei Kegelschnitte, fiir

welche das Verhiltniss der Axen (—2) denselben Werth hat (oder
deren Asymptoten denselben Winkel bilden), heissen dhnlich. Wir
schliessen also:

Besteht das Kegelschnittbiischel aus lauter Hyperbeln, so kommi unter
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ihmen eine und (im Allgemeinen) nur eine gleichseitige Hyperbel vor (sie
entspricht dem unendlich-entfernten Punkte der Geraden ), ferner
eine Hyperbel, welche von der gleichseitigen am meisten abweicht (sie ent-
spricht dem Fusspunkte m des aus dem Kreismittelpunkte auf £ herab-
gelassenen Perpendikels), d. h. eine solche, fiir welche das Verhéltniss
der Axen eimnen Maximumswerth hat; ausserdem besteht das Biischel aus
 Hyperbeln, welche paarweise dhnlich sind (indem je zwei Punkte, welche
von m gleichweit abstehen, zweien Hyperbeln entsprechen, deren
Asymptoten denselben Winkel mit einander bilden). Freignet es sich
insbesondere, dass die Gerade & ganz im Unendlichen liegt, mit G zu-
sammenfillt, so besteht das ganze Biischel aus gleichseitigen Hyperbeln:
die Linienpaare, welche in dem Biischel vorkommen (eines oder drei),
miissen je ein Paar rechtwinkliger Strahlen sein; also wenn die vier
Grundpunkte reell sind, miissen sie so liegen, dass jeder der Hohen-
punkt des von den drei andern gebildeten Dreiecks ist (S. 232).
Nehmen wir andererseits an, die Gerade £ treffe den Kteis £ in
‘zwel reellen Punkten, so besteht das Kegelschnittbiischel aus Hyper-
beln, Ellipsen und zwei Parabeln. Einem Punkte P innerhalb des
Kreises entspricht eine Ellipse; derjenige Durchmesser des Kreises,
welcher durch P geht, schneidet in zwei Punkten, die mit B ver-
bunden die Axen des Strahlsystems geben, welche den Axen des
Kegelschnitts parallel laufen; die durch den Punkt P (innerhalp des
Kreises) gehende kleinste Sehne des Kreises, welche auf dem Durch-
messer senkrecht steht, schneidet in zwei Punkten, die mit B ver-
bunden Strahlen geben, welche den gleichen conjugirten Durch-
messern der Ellipse parallel lanfen (8. 170), denn die Winkel zwischen
den gleichen conjugirten Durchmessern werden halbirt durch die
Axen und der*Winkel & zwischen den gleichen conjugirten Durch-

messern wird bestimmt durch das Verhiltniss der Axen (tg 10 = %)

Zwei Ellipsen, bei denen das Paar gleicher conjugirter Durchmesser
denselben Winkel einschliesst, heissen daher dhnlich, weil das Ver-
hiltniss der Axen dasselbe ist. Bezeichnen wir nun die Schnittpunkte
der Geraden £ mit dem Kreise 82 durch p und g, so entsprechen den
Punkten zwischen pq in dem Biischel Ellipsen, und unter diesen wird
diejenige, welche dem Mittelpunkte m zwischen pq entspricht, den
grossten Werth des Axenverhiiltnisses liefern, d. h. dem Kreise am
nichsten kommen®); zwei solchen Punkten, die gleichweit von m

*) Vgl. Steiner: Auflésung einer geometrischen Aufgabe, in Crelle’s Journal
fiir Mathematik, Bd. Il Seite 64, und , Vermischte Siitze und Aufgaben® von
J. Steiner im 55. Bde. des Crelle-Borchardt’schen Journals, Seite 372.
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abstehen, entsprechen zwei #hnliche Kegelschnitte; wir schliessen
also:

Besteht das Kegelschwittbiischel aus einer Gruppe von Ellipsen und
emmer Gruppe von Hyperbeln, welche durch zwei Parabeln von einander
getrennt werden, so giebt es unter den Ellipsen eine bestimmte, welche
sich dem Kreise am meisten ndhert; ihre gleichen conjugirten Durch-
messer sind parallel demjenigen Paare conjugirter Durchmesser, welches
fiir alle Kegelschnitte des Biischels dieselben Richtungen hat, oder den
Axen der beiden im Biischel enthaltenen Parabeln; sie entspricht der
Mitte m der Sehne, welche die Gerade £ im Kreise ausschneidet; je
zweien Punkten, die gleich weit von m abstehen, entsprechen zwei
iihnliche Kegelschnitte des Biischels und zwar zwei Ellipsen oder zwei
Hyperbeln, je nachdem jene Punkte innerhalb oder ausserhalb des
Kreises liegen, so dass also die Kegelschnitte des Biischels paarweise
ihmlich sind, aber micht dhnlich liegen; in dem Biischel Tommé mur eine
einzige gleichseitige Hyperbel wvor, welche dem unendlich - entfernten
Punkte der Geraden & entspricht. Geht die Gerade £ insbesondere
durch den Mlttelpunkt des Hiilfskreises, so befindet sich ein Kreis in
dem Biischel, welcher "dem Mittelpunkte des Hiilfskreises entspricht.
Es muss also die eben genannte Bedingung erfiilllt werden, damit
unter den Kegelschnitten des Biischels ein Kreis vorkomme; sind die vier
Grundpunkte des Biischels reell, so kommt sie mit derjenigen iiberein,
welche aus den Elementen bekannt ist fiir die Lage von vier Punkten
auf einem Kreise. Sie stimmt mit der in § 39 gefundenen iiberein:
Damit unfer den Kegelschnitten eines DBiischels emn Kreis wvorkomme,
miissen die Axen der beiden Parabeln, welcke das Biischel enthdlt, zu
einander rechhwinklig sein.

Ausser diesem einen Kreise kann in dem Kegelschnittbiischel
Jkein zweiter vorkommen; dies steht in scheinbarem Widerspruch zu
dem Umstande, dass das Kegelschnittbiischel durch zwei beliebig an-
zunehmende Kegelschnitte vollstindig bestimmt wird; es hindert uns
némlich nichts, zwei Kreise fiir die das Biischel bestimmenden
Kegelschnitte zu withlen. In diesem Falle wird das eine Strahl-
system in B ein circulares Strahlsystem (siimmtliche Paare recht-
winkliger Strahlen), der zugehorige Punkt P also der Mittelpunkt
M des Hiilfskreises §®; das zweite Strahlsystem in B wird aber
auch ein circulares, also identisch mit dem vorigen; der zugehdrige
Punkt P fillt daher mit M zusammen, und diese beiden in M
zusammenfallenden Punkte P bestimmen gar keine Gerade £, welche
als der Ort simmtlicher Punkte P anzusehen wiire. Wir sehen
aber auch, dass auf G, die den beiden Kreisen zugehtrigen Punkt-
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systeme identisch werden, also ihre (imaginiiren) Asymptotenpunkte
nothwendig als gemeinschaftliche Punkte der beiden Kreise aufgefasst
werden miissen. Das Biischel hat daher auf (', zwei Grundpunkte,
die beiden unendlich-entfernten imaginiren Kreispunkte (Seite 78 und
195), und da alle Kegelschnitte des Biischels durch dieselben vier
Grundpunkte gehen, so muss das Punktsystem auf G fiir alle das-
selbe sein, also sie sind in diesem Falle simmtlich Kreise: Kommen -
cwei Kreise in einem Kegelschmittbiischel wor, so besteht dasselbe aus
lauter Kreisen, und diese bilden das aus den Elementen bekannte Kreis-
biischel mit reeller oder ideeller gemeinschaftlicher Secante. Die unendlich-
entfernte Gerade G ist selbst als eine ideelle gemeinschaftliche Se-
cante aller Kreise anzusehen und macht den einen Theil des einzigen
in dem Biischel enthaltenen Linienpaars aus, dessen anderer Theil die
endliche gemeinschaftliche Secante (Potenzlinie des Kreisbiischels) ist.
Das Kreisbiischel zeigt sich also hier als specieller Fall des Kegel-
schnitthiischels.

Dieselbe Bemerkung fiihrt zugleich zu einem allgemeineren Re-
sultat, niimlich: In dem Kegelschnittbiischel sind im Allgemeinen keine
zwet Kegelschnitte idhnlich und dhnlich-liegend ; kommen insbesondere zwei
dhmliche und dhmlich-liegende Kegelschnitte in demselben wvor, so besteht
das ganze Biischel aus dhnlichen Keégelschnitten und hat zwei seiner
Grundpunkte auf der unendlich-entfernten Geraden G ; sind diese beiden
reell, so besteht das Biischel aus lauter - dhnlichen Hyperbeln; sind sie
imagingr, aus lawler dhmlichen Ellipsen (insbesondere Kreisen); je zwei
Kegelschnitte des Biischels sind wn diesem Fall dhmlich wnd dhnlich-liegend.
(Zwei Kegelschnitte heissen niimlich fihnlich und fihulich-liegend, wenn
ihnen dasselbe Punktsystem auf der unendlich - entfernten Geraden
G, zugehort, d. h. G, eine reelle oder ideelle gemeinschaftliche
Secante derselben ist. Zwei Kegelschnitte heissen dagegen nur #hn-
lich, wenn ihre conjugirten Durchmesser-Systeme gleich sind, ohne
sich in paralleler Lage zu befinden, oder wenn ihr Axenverhiltniss

b dasselbe ist.)
a

§. 44. Entstehung der Kegelschnittschaar aus der geraden Punktreihe.

Ehe wir in der Untersuchung des Kegelschnittbiischels weiter
fortfahren, ist es angemessen, das polare Nebengebilde desselben,
die Kegelschnittschaar, d. h. simmtliche Kegelschnitte, welche dieselben
vier gemeinschaftlichen Tangenten haben, niher ins Auge zu fassen.
Alle Betrachtungen und Entstehungsarten des Kegelschnitthiischels,
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welche in den §§. 39—43 auseinandergesetzt sind, und alle dort er-
langten Resultate haben ihre analogen bei der Kegelschnittschaar, und
es ist diese Analogie nach den uns bereits bekannten Principien ohne
Schwierigkeit herzustellen. Wir werden daher diese Uebertragung
oder Wiederholung hier unterlassen (siche Aufgaben und Sitze)
und uns zuniichst darauf beschrinken, nur die Kegelschnittschaar mit
vier reellen gemeinschaftlichen Tangenten aus der geraden Punktreihe
(analog §. 39) entstehen zu lassen, wobei wir besonders die abweichen-
den Umstiinde angeben wollen.

Nehmen wir zwei gerade Triiger 9 und %, in der Ebene an und
einen beliebigen Punkt B als den Projettionspunkt zweier perspecti-
visch liegender Punktreihen auf diesen Trigern, so bestimmt derselbe
diese beiden projectivischen Punktreihen auf den Triigern AU, der
Art, dass in dem Schnittpunkte (U, 2,) zwei entsprechende Punkte
ce, vereinigt liegen; denken wir uns, nachdem diese Beziehung
durch den Punkt B hergestellt ist, die Triiger fest, aber die beiden
auf ihnen befindlichen Punktreihen um zwei beliebige Strecken, ohne
die Beziehung in sich zu #ndern, auf den beiden Trigern verschoben,
so wird dadurch die vorige perspectivische Lage aufgehoben, und das
Erzeugniss der beiden projectivischen Punktreihen wird ein Kegel-
schnitt, welcher die Triger A, zu Tangenten hat und noch eine
dritte leicht angebbare Tangente, niimlich den Verbindungsstrahl der-
jenigen beiden Punkte der Triiger nach der Verschiebung, welche vor-
her im Schnittpunkte ee, vereinigt waren. Diese bestimmte Gerade €
ist nur von der Grosse und Richtung der ,Schiebstrecken abhiingig, nicht
von der Lage des Projectionspunktes B. Veriindern wir also die Lage
des Punktes B in der ganzen Ebene, so erhalten wir dadurch immer

tie neue Kegelschnitte wei derselben
o Verschiehung, und simmtlichen
ex \\b Punkten B der Ebene entsprechen
\\‘2’\\ unendlich viele Kegelschnitte, welche
‘/\4/ gy dieselben drei festen Tangenten

N,

YA, € haben (Fig. 66) d. h. dem-
selben Dreiseit einbeschrieben sind.
Dies ist eine doppelte Unendlichkeit
oder eine Schaar-Schaar von Kegel-
schnitten. Lassen wir B nur die simmtlichen Punkte einer Geraden
€ durchlaufen, so werden die beiden Schnittpunkte der Geraden ¥ mit
A und ¥, ein Paar entsprechender Punkte b und b, sein, wo iibrigens
auch B auf & liegen mag; nehmen nach der Verschiebung b und b,
die Lagen d' und d', an, so ist der Verbindungsstrahl d'd!, = 2! eine
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Tangente fiir alle Kegelschnitte, welche den Punkten B auf der Ge-
raden & entsprechen; aus einer geraden Punkireihe enisteht also eine
Kegelschnittschaar mit vier festen Tangenten (AU, EL'), und diese Kegel-
schnittschaar ist von einfacher Unendlichkeit, d. h. gleich ‘miichtig
mit den unendlich-vielen Punkten einer Geraden.

Um zu erkennen, ob fiir eine bestimmte Lage von B der durch
die Verschiebung entstehende Kegelschnitt Ellipse, Hyperbel oder
Parabel wird, suchen wir diejenigen beiden Punkte a und b, auf den
Trigern % und 9, auf, welche nach der Verschiebung in den Schnitt-
punkt der Triger hineinfallen; ae und b e, sind also die Schiebstrecken
ihrer Grosse und Richtung nach, und durch diese sind die Punkte a
und 0, gegeben; die Verbindungslinie ab, sei die Gerade ®; durch
die drei Geraden U, & (und die unendlich-entfernte Gerade G ) zer-
fillt die ganze Ebene in sieben Riume, den endlichen Dreiecksraum,
die drei den Ecken anliegenden unendlichen Winkelriume und die
drei den Seiten anliegenden unendlichen Riume; es wird sich nun
zeigen, dass, wenn der Punkt B in einem der vier ersten Réume
liegt, der entsprechende Kegelschnitt eine Ellipse wird, wenn B da-
gegen in einem der drei letzteren liegt, derselbe eine Hyperbel wird,
und dass die Uebergiinge in eigenthiimlicher Weise durch die vier be-
grenzenden Geraden AU, ® G vermittelt werden. Wir bediirfen zu diesem
Nachweis der in §. 26 erdrterten Kriterien (S. 117), welche entscheiden,
ob der durch zwei projectivische Punktreihen erzeugte Kegelschnitt

Ellipse oder Hyperbel ist. Der von zwei projectivischen Punktreihen
erzeugte Kegelschnitt ist nimlich Ellipse, wenn auf jedem der beiden
Triger (oder einem, was ausreichend ist) der den vereinigten Punkten
entsprechende (Beriihrungspunkt) innerhalb der Strecke liegt zwischen
dem Schnittpunkt der Triiger und den Durchschnittspunkten der
Parallelstrahlen (v und g,), dagegen Hyperbel, wenn er ausserhalb
dieser Strecke liegt. Sind also (Fig. 67) A, die beiden Triger und
@ die Verbindungslinie derjenigen beiden Punkte a und b,, welche
nach der Verschiebung in den Schnittpunkt der Triiger gelangen, so

Steiner, Vorlesungen IL. 2. Aufl : 18
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wird, wenn B z B. in einem der Scheitelriume (¢) liegt, der Strahl
Ba in a, die Gerade ¥, treffen und der Parallelstrahl zu U in q,, a,
aber nothwendig zwischen b,q, liegen, was denn natiirlich auch nach
der Verschiebung der Fall ist; a, ist aber der entsprechende zu dem
“im Schnittpunkte (A, 2,) befindlichen a, also der Beriihrungspunkt
des erzeugten Kegelschnitts; folglich ist dieser eine Ellipse, weil a,
zwischen b,q, liegt. In gleicher Weise lehrt die unmittelbare An-
schauung, dass, wenn B in einem der vier Riume (¢) liegt, der
Kegelschnitt immer Ellipse wird, und wenn B in einem der drei
tibrigen Riiume (h) liegt, der Kegelschnitt Hyperbel wird. Wenn
inshesondere B in die Gerade @ hineinfiillt, so werden a und 0, ent-
sprechende Punkte, welche also nach der Verschiebung in den Schnitt-
punkt (2, 2,) hineinfallen; in diesem Falle werden die beiden
projectivischen Punktreihen auch nach der Verschiebung perspectivisch
bleiben, also alle Projectionsstrahlen durch einen Punkt laufen; der
Kegelschnitt lost sich in diesem Uebergangsfalle in ein Punkt-
paar auf: jenen Projectionspunkt und den Schnittpunkt (2, %,), und
dies Punktpaar ist in der That (S. 118) als ein Uebergang von Ellipse
zu Hyperbel anzusehen, indem die Verbindungsstrecke zwischen den
beiden Punkten als unendlich-schmale Ellipse oder die beiden unend-
lichen Strecken auf der Verbindungslinie beider Punkte ausserhalb
derselben als unendlich-schmale Hypérbel aufgefasst werden konnen,
mithin der Kegelschnitt gleichzeitig Ellipse und Hyperbel ist. Derselbe
Uebergangsfall tritt auch auf, wenn B inshesondere in einen der
beiden Triiger U oder A, hineinfillt, indem die projectivische Be-
ziehung den besonderen parabolischen Charakter annimmt (8. 73);
fillt niimlich B in ¥ hinein, so entspricht allen Punkten der Geraden
U, der einzige Punkt B der Geraden 2 und allen Punkten der Geraden
U der einzige Schnittpunkt (A, A,) der Geraden U ; diese Beziehung
bleibt nach der Verschiebung ungeiindert, und der Kegelschnitt 15st sich
daher in dasjenige Punktpaar auf, welches von dem Schnittpunkt (A,)
und dem Punkt B nach der Verschiebung eingenommen wird; ein Gleiches
tritt ein, wenn der Punkt B auf dem andern Triiger 9, liegt. Die
Punkte B der drei abgrenzenden Geraden AU, ® liefern also simmt-
lich Kegelschnitte, welche in Punktpaare ausarten.

Es bleiben noch diejenigen Punkte B zu untersuchen, welche auf
der vierten begrenzenden Geraden G liegen; hier tritt ein anderer
Uebergang von Ellipse zu Hyperbel auf, nimlich durch die Parabel.
Sobald B im Unendlichen liegt, wird die Beziehung der beiden Triiger
projectivisch-ihnlich, und dieses muss auch nach der Verschiebung
bleiben, weil die . entsprechenden unendlich-entfernten Punkte im
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Unendlichen bleiben; das Erzeugniss nach der Verschiebung wird also
eine Parabel (8. 114), und fiir simmtliche Punkte B der unendlich-
entfernten Geraden G, wird der durch die Verschiebung hervor-
gehende Kegelschnitt eine Parabel; diese simmtlichen Parabeln bilden
einen besonderen Fall der Kegelschnittschaar von vier gemeinschaft-
lichen Tangenten, die Parabelschaar; sie haben niimlich die drei ge-
meinschaftlichen Tangenten AU, € und ausserdem selbstverstiindlich
G, zur vierten gemeinschaftlichen Tangente.

Um eine Kegelschnittschaar von vier gemeinschaftlichen Tangenten
zu erhalten, haben wir den Projectionspunkt B eine Gerade £ durch-
laufen lassen. Die Gerade £ muss, wie sie ibrigens auch in der
Ebene liegen mag, im Allgemeinen in zwei elliptischen Réumen (e)
und zwei hyperbolischen Riumen (%) enthalten sein (Fig. 67), demn
durch die drei Geraden YU, @ und @, werden vier Punkte auf ihr
fixirt, zwischen denen vier Strecken liegen; zwei von diesen gehdren
den elliptischen, die beiden andern dazwischen liegenden, den hyper-
bolischen Riumen an; den drei Schnittpunkten der Geraden £ mit
den Geraden AU G gehoren insbesondere Kegelschnitte zu, welche
sich in Punktpaare aufljsen; dem unendlich-entfernten Punkt der Ge-
raden £ entspricht die einzige Parabel, welche in der Kegelschnitt-
schaar vorkommt. Also haben wir folgendes Ergebniss:

Die siimmilichen Kegelschmtte einer Schaar wvon wvier gemeinschaft-
lichen Tangenten zerfallen in zwei Gruppen von Ellipsen und zwer Gruppen
von Hyperbeln, die mit emander abwechseln; der Uebergang wvon einer
Gruppe zu einer andern geschieht dreimal durch e Punktpaar (die
drei Paar Gegenecken des von den vier gemeinschaftlichen Tangenten ge-
gebildeten vollstiindigen Vierseits) und einmal durch eine Parabel, die ein-
zige, welche im Allgemeinen in der Kegelschmitischaar vorkommt.

Wir haben gesehen, dass die beiden durch den Projectionspunkt
B parallel zu %A und A, gezogenen Projectionsstrahlen in den Punkten
v und q; dieselben treffen, und dass diese Punkte nach der Verschiebung
ihre Figenschaft behalten, Durchschnittspunkte der Parallelstrahlen zu
sein, oder den unendlich-entfernten Punkten zu entsprechen; hieraus
folgt, dass, wihrend B die Gerade £ durchliuft, die Punkte r und g,
zwei projectivisch-iihnliche Punktreihen beschreiben, ihre Verbindungs-
linie (nach der Verschiebung) also eine Parabel umbhiillt; denken wir
uns nach der Verschiebung die Parallelstrahlen hergestellt, welche
sich in B! treffen mogen, so wird der Punkt B! zu den Geraden A
und U, dieselbe relative Lage haben miissen, wie der Punkt B zu
zwei durch a und b, gezogenen Parallelen mit A, und U, denn diese

gehen nach der Verschiebung in 9, und U iiber; wenn also B eine
18%



276 Dritter Abschnitt.

gerade Linie ® durchliuft, so muss auch nach der Verschiebung B*
eine bestimmte Gerade durchlaufen, welche zu U und %[, dieselbe rela-
tive Lage hat, wie £ zu jenen beiden durch b, und a gedachten Paral-
lelen. Nun ist B' immer die Ecke eines Parallelogramms, welches
einem Kegelschnitte der Schaar umschrieben ist und zu zwei Seiten
die festen Tangenten ¥ und 2, hat; die Verbindungslinie ihres Schnitt-
punktes e(e,) mit B' wird also halbirt durch den Mittelpunkt I des
Kegelschnitts, welcher dem Parallelogramm einbeschrieben ist, und
da B! eine gerade Linie durchliuft, so muss auch M eine Gerade
durchlaufen, die jener parallel ist, aber halb so weit von e(e,) ab-
steht, als sie; wir schliessen hieraus:

Die Mittelpunkte simmtlicher Kegelschnitte einer Schaar von vier ge-
meinschaftlichen Tangenten liegen auf einer Geraden, welche inshesondere
auch die Mittelpunkte der drei Diagonalen des von den vier gemein-
schaftlichen Tangenten gebildeten vollstindigen Vierseits enthilt (Letzteres
ist ein schon bekannter elementarer Satz). Diese Mittelpunktslinie zer-
fallt durch die drei Mitten der Diagonalen und den unendlich-ent-
fernten Punkt, den Mittelpunkt der einzigen Parabel der Schaar, in
vier Abschnitte, welche abwechselnd die Mittelpunkte der beiden Gruppen
von Ellipsen und die Mittelpunkte der beiden Gruppen von Hyperbeln
enthalten.

Dieselbe Betrachtung, aus welcher die Kegelschnittschaar ent-
sprang, zeigt auch, wie die Beriihrungspunkte eines Kegelschnitts der
Schaar auf zweien gemeinschaftlichen Tangenten sich veriindern; denn
Fig. 67 zeigt, dass Ba und Bb, die Beriihrungspunkte a, und b be-
stimmen, also wenn B eine Gerade £ durchliuft, so beschreiben a B
und b, B zwei perspectivische Strahlbiischel, mithin a, und b zwei
projectivische Punktreihen auf 9, und %[, welche nach der Verschiebung
in perspectivische Lage gelangen, weil auch a und b, zwei entsprechende
. Punkte dieser beiden projectivischen Punktreihen werden und diese
Punkte nachher in den Schmttpu.nkt (AA,) hineinfallen. Hieraus
folgt der Satuz:

Fasst man bei emer Kegelschnittschaar won wvier festen Tangenten
die Beriihrungspunkte ins Auge, welche der verdinderliche Kegelschnitt auf
irgend zweien von den vier festen Tangenten bestimmt, so sicht man, dass
dieselben zwet projectivische Punktreihen bilders, welche perspectivisch liegen; thr
Projectionspunkt ist tmmer einer der drer Diagonalpuniite des vollstindigen
Vierseits, welches die vier gemeinschaftlichen Tangenten bilden.

Dieser Satz ist der analoge von dem auf Seite 225 ausgespro-
chenen und kann ebenso wie jener aus den Eigenschaften des einem
Kegelschnitte umschriebenen Vierseits (§§. 23, 27) abgeleitet werden;
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hier erkennen wir, dass jede von den Berithrungspunkten gebildete
Punktreihe zugleich projectivisch ist mit der erzeugenden Punktreihe,
welche B auf der Geraden £ durchliuft.

Es bleibt noch der besondere Fall ins Auge zu fassen, dass die °
Gerade &, welche der Projectionspunkt durchliuft, die unendlich-ent-
fernte Gerade G ist; in diesem Falle wird die projectivische Be-
ziehung immer Aehnlichkeit, also nach der Verschiebung sind die
entstehenden Kegelschnitte simmtlich Parabeln, d. h.: Wenn in einer
Kegelschnittschaar zwei Parabeln vorkommen, so besteht die Schaar aus
lauter Parabeln, welche ausser der unendlich-entfernten Geraden &,
die allen Parabeln gemeinschaftliche Tangente ist, noch drei gemein-
schaftliche Tangenten haben und eine specielle Kegelschnittschaar
bilden, so wie das Biischel gleichseitiger Hyperbeln ein besonderes
Kegelschnittbiischel bildete (8. 232). TUnter diesen Parabeln giebt es
drei besondere, die in je eine einzige (doppelt zu zihlende) Gerade
iibergehen, nidmlich die drei durch die Ecken des {ibrig bleibenden -
Dreiseits parallel den Seiten desselben gezogenen Geraden. Die Mittel-
punktslinie dieser Parabelschaar ist natiirlich ebenfalls die unendlich-
entfernte Gerade. Von dem vollstindigen Vierseit, dessen eine Seite
G, wird, bleibt nur ein Dreiseit
abe im Endlichen der Ebene
zuriick; die Diagonalpunkte zyz
des vollstiindigen Vierseits werden
die Ecken desjenigen Dreiseits
(Diagonaldreiseits), dessen Seiten z =
durch die Ecken des ersteren abe
parallel den Seiten desselben
lanfen (Fig. 68).

. Bei jeder dem Dreiseit abe
einbeschricbenen DParabel gehen die
Beriihwrungssehnen beziehlich durch
drei feste Punkie, durch die Kcken des dem Dreiscit abe parallel wm-
schriebeaen Dreiseits xyz. Nimmt man einen beliebigen Punkt ¢ auf
bec als Berithrungspunkt einer einbeschriebenen Parabel, so wird
(2t, ac) =t und (yt, ab) =1", und die Punkte ¢{#'¢” sind die drei
Beriihrungspunkte, woraus zugleich folgt, dass #¢” durch z gehen
muss. Bekanntlich laufen bei einem dem Kegelschnitt umschriebenen
Dreiseit die Verbindungsstrahlen der Ecken mit den Berithrungspunkten
der gegentiberliegenden Seiten durch einen Punkt o (S. 96); wir konnen
daher hier nach dem Orte des Punktes o fragen fiir simmtliche dem
Dreiseit einbeschriebene Parabeln. Derselbe ist leicht zu ermitteln,
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wemn wir den Punkt ¢ auf der Geraden bc bewegen und den Schnitt-
punkt (at, bt') verfolgen; da niimlich £ und ¢ perspectivische Punkt-
reihen durchlaufen, so beschreiben af und bf projectivische Strahl-
- biischel; der Ort des Punktes o ist also ein Kegelschnitt, und da der
Verbindungslinie ¢b in den beiden Strahlbiischeln 2z und az ent-
sprechen, so sind dies die Tangenten des gefundenen Kegelschnitts,
welcher auch durch ¢ geht und zy beriihrt; der Ort des Punktes o
ist also eine Lllipse, welche dem Dreiseit abe wm- wund zugleich dem
Dreieck zyz einbeschrichen ist, oder den gemeinschaftlichen Schwerpunkt
beider Dreiccke zum Mittelpunkte hat. (Siehe Aufgaben und Sitze.)

Denken wir uns die einzige Parabel, welche einem gegebenen
Vierseit (ABED) einbeschrieben werden kann, so gehort dieselbe
vier verschiedenen Parabelschaaren, welche den Dreiseiten (ABE)
(ACD) (UABD) (BED) einbeschrieben sind, gleichzeitig an; die vier
diesen Dreiseiten parallel umschriehenen Dreiseite haben also ihre
zwolf Tcken paarweise auf sechs Geraden, welche durch die drei
Diagonalpunkte zyz des vollstindigen Vierseits (ABED) gehen und
die Beriihrungssehnen jener Parabel sind, wobei durch jeden Punkt
zyz immer zwel von diesen sechs Geraden gehen.

Die Parabelschaar, welche einem Dreiseit einbeschrieben ist, und
das Biischel gleichseitiger Hyperbeln, welche einem Dreieck umschrieben
sind (und zugleich durch den Hohenpunkt dieses Dreiecks gehen), stehen
in einem unmittelbaren Zusammenhange vermittelst des Princips der
Polarisation (8. 146). Denken wir uns nimlich das Biischel gleich-
seitiger Hyperbeln und beschreiben um einen der vier Grundpunkte dieses
Biischels als Mittelpunkt einen Kreis, so wird die Polarfiqur des Hyperbel-
biischels in Bezug onf diesen Kreis als Basis die Paralelschaar werden;
denn aus jeder gleichseitigen Hyperbel wird ein Kegelschnitt, der vier
feste Tangenten hat; die Polaren der vier Grundpunkte des Biischels,
und da der Mittelpunkt des Kreises zu seiner Polare in Bezug auf
den Kreis die unendlich-entfernte Gerade G, hat, so muss der
Polarkegelschnitt & berithren, also Parabel sein; wir erhalten daher
simmtliche Parabeln, die demselben festen Dreiseit einbeschrieben
sind, welches von den drei Polaren der iibrigen drei Grundpunkte des
Hyperbelbiischels gebildet wird. Aus der bekannten dem Kreise zu-
kommenden Eigenschaft, dass die Polare senkrecht steht auf der Ver-
bindungslinie des Kreismittelpunktes mit dem Pol, weil das conju-
girte Durchmessersystem des Kreises ein cifculares Strahlsystem ist,
geht hervor, dass der Mittelpunkt M der Kreis-Basis nicht nur Hohen-
punkt des gemeinschaftlichen Dreiecks des Hyperbelbiischels, sondern
auch Hohenpunkt des gemeinschaftlichen Dreiseits der Parabelschaar
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ist; da nun fir jede gleichseitige Hyperbel die unendlich-entfernten
Punkte in zwei zu einander rechtwinkligen Richtungen liegen, so
werden ihre Polaren, d. h. die beiden in M sich schneidenden Tangenten
einer jeden Parabel der Schaar ebenfalls zu einander rechtwinklig sein
miissen; der Ort des Schnittpunktes aller rechtwinkligen Tangenten-
paare einer Parabel ist aber die Leitlinie (8. 183); also gehen die Leit-
linien simmtlicher Parabeln der Schaar durch den Punkt I, d. h.:
Von sdmmtlichen einem gegebenen Dreiseit einbeschricbenen Porabeln gehen
die Leitlinien durch denselben festen Punkt, welcher der Hohenpunlt dieses
Dreiseits ist.

Nehmen wir jetzt die einzige Parabel, welche einem gegebenen
Vierseit einbeschrieben werden kann, deren Leitlinie eine hestimmte
Gerade ist, so folgt, dass in ihr die vier Hohenpunkte derjenigen vier
Dreiseite liegen miissen, welche sich aus je dreien der vier gegebenen
Seiten des Vierseits bilden lassen. Dies giebt einen bekinnten elemen-
taren Satz iiber das vollstiindige Vierseit, welcher einer ganzen Reihe
von Kigenschaften desselben angehort, deren eine oder die andere
wir gelegentlich als specielle Fiille allgemeinerer Eigenschaften er-
withnen werden. Sie hiingen zumeist mit der Parabel zusammen,
welche dem vollstiindigen Vierseit einbeschrieben werden kann, oder
treten als besondere Fille der Eigenschaften unserer Kegelschnittschaar
mit vier gemeinschaftlichen Tangenten auf®).

Schliesslich wollen wir noch eine Eigenschaft der Parabel-
schaar erwihnen, welche sich auf ihre Brennpunkte bezieht. Es war
eine unmittelbare Folgerung aus der Grundeigenschaft der Brenn-
punkte (8. 199), dass das Strahlenpaar von irgend einem Punkte a
nach den Bremnpunkten eines Kegelschnitts symmetrisch liegt zu dem
Tangentenpaar aus @ an den Kegelschnitt. Haben wir nun irgend
eine dem Dreieck abc einbeschriebene Parabel, welche einen ihrer
Brennpunkte im Unendlichen hat (in der Richtung der Axe), und
ziehen durch @ eine Parallele zur Axe, so wird die symmetrisch liegende
Gerade in Bezug auf das Tangentenpaar a b, ac¢ durch den Brennpunkt
der Parabel gehen miissen; ebenso, wenn wir durch b eine Parallele
zur Axe ziehen und die symmetrisch liegende Gerade in Bezug auf
das Tangentenpaar be, ba bestimmen. Der Schnittpunkt der beiden
auf diese Weise construirten Geraden ist also der Brennpunkt F' der
Parabel. Veriindern wir die einbeschriebene Parabel, indem wir
sie die ganze Parabelschaar durchlaufen lassen, so beschreiben die

*) Vergl.: Aufgaben und Lehrsitze von J. Steiner, Crelle's Journal Bd. II.
8. 97, ;
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beiden durch @ und b zur jedesmaligen Parabelaxe gezogenen Paral-
lelen zwei projectivisch-gleiche und gleichlaufende Strahlbiischel; die
symmetrisch liegende aF' beschreibt aber ein mit der ersten Parallelen
gleiches und ungleichlaufendes Strahlbiischel, die symmetrisch liegende
bF ein mit der zweiten Parallelen gleiches und ungleichlaufendes
Strahlbiischel, also aF und bF wiederum zwei gleiche und gleich-
laufende Strahlbiischel, deren Erzeugniss ein Kreis ist; der Ort des
Brennpunktes F' ist also ein Kreis, welcher ausser durch & und b
auch durch ¢ geht, wie leicht zu sehen ist; also:

Die Brennpunkte sammtlicher eimem Dreiseit einbeschriebenen Parabeln
liegen auf demjenigen Kreise, welcher dem Dreiseit umschrieben ist.

Durch dasselbe Raisonnement erhalten wir den allgemeineren Satz:
Fiir alle Kegelschnitte, welche einem Dreiseit einbeschrieben sind und den
einen threr DBrennpunkte auf einer geraden Linie haben, ist der Ort des
andern Brennﬁimktes ein bestimmter Kegelschmilt, welcher dem gegebenen
Dreiseit wmschrieben ist™®).

Hieraus folgt beildufig, wenn wir die einzige einem vollstindigen
Vierseit - cinbeschriebene Parabel auffassen, welche zu gleicher Zeit
vier Parabelschaaren angehort, dass die den vier Dreiseiten eines voll-
stiindigen Vierseits umschriebenen Kreise durch einen Punkt laufen,
den Brennpunkt dieser Parabel; ferner, da die Fusspunkte der aus
dem Brennpunkt auf die Tangenten einer Parabel herabgelassenen
Perpendikel in einer Geraden liegen, der Scheiteltangente der Pa-
rabel, so miissen die aus einem Peripheriepunkte des einem Dreiseit
umschriebenen Kreises auf die Dreiecksseiten herabgelassenen Perpen-
dikel ihre Fusspunkte in gerader Linie haben; die weitere Folgerung
fiirs Vierseit iibergehen wir, sowie die bekannten elementaren Sitze,
welche sich hieran anschliessen.

§. 45. Charakteristische Eigenschaft der Kegelschnittschaar und einige
Folgerungen aus derselben.

Der charakteristischen Eigenschaft des Kegelschnittbiischels, dass
jede geradlinige Transversale in Paaren conjugirter Punkte eines
Punktsystems getroffen wird, steht die gleichlaufende der Kegel-
schnittschaar zur Seite:

Die Tangentenpaare aus cinem beliebigen festen Punkte an die Kegel-
schnitte einer Schaar sind Paare conjugirter Strahlen eines Strahlsystems.

*) Ueber den Ort der Bremnpunkte siimmtlicher Kegelschnitte einer Schaar
vergl. H. Schriter: ,,Ueber eine besondere Curve dritter Ordnung etc. Math. Ann.
von Clebsch und Newmann Bd. V. 8. 50.
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Dies folgt unmittelbar aus der Entstehung der Kegelschnittschaar
(§ 44). Denken wir uns nidmlich einen gegebenen Punkt P in der
Ebené als den Projectionspunkt fiir zwei neue projectivische Punkt-
reihen auf den Geraden 2 und 2, in perspectivischer Lage, so werden
dieselben vor der Verschiebung im Allgemeinen nicht perspectivisch
gewesen sein, sondern die Projectionsstrahlen, welche jetzt alle durch
P laufen, werden vor der Verschiebung einen Kegelschnitt 8 umhiillt
haben, welcher % und U, selbst zu Tangenten hat; so oft nun zwei
solche Projectionsstrahlen vor der Verschiebung sich in einem Punkte
B der Geraden ¥ treffen, werden dieselben nach der Verschiebung
zwei durch P laufende Tangenten des Kegelschnitts sein, welcher aus
B hervorgeht. Alle Tangentenpaare aus den Punkten B einer Ge-
raden £ an den Kegelschnitt & ® fixiren aber auf der Tangente 2 Punkt-
paare eines Punktsystems (8. 152), welches nach der Verschiebung ein
Punktsystem bleibt; die von P nach den Punktpaaren desselben hin-
gehenden Strahlen bilden daher ein Strahlsystem, also die Tangenten-
paare aus P an die Kegelschnitte der Schaar bilden ein Strahlsystem,
w. Z. b. w.

Ein besonderer Fall dieses Satzes ist bereits auf 8. 71 bewiesen
worden, indem als besondere Kegelschnitte der Schaar die drei Punkt-
paare, welche in ihr vorkommen, oder die drei Paar Gegenecken des
vollstindigen Vierseits aufgefasst werden; der dort gefiihrte Beweis
des besonderen Falles lisst sich auch unmittelbar auf den allgemeinen
Satz iibertragen. Seien e¢e und b zwei Paare Gegenecken des voll-
stindigen Vierseits und treffe irgend ein aus P an einen Kegelschnitt
der Schaar gelegtes Tangentenpaar die Seite ab in z und y, die Seite
«fi beziehlich in & und 7, so findet zwischen den Schnittpunkten
zweier Tangenten ab und ef des Kegelschnitts durch vier andere die
Gleichheit der Doppelverhiltnisse statt:

(abzy) = (Bakn)
also auch nach 8. 7, 1)

(abry) = (efné);
“die von P nach diesen vier Paaren von Punkten hingehenden Strahlen sind
also vier Paare entsprechender Strahlen zweier projectivischen Strahl-
biischel, und da dem Strahl Pz der Strahl Py, dem Py der PE ent-
spricht, so fallen in diesen beiden auf einander liegenden projectivischen
Strahlbiischeln die Schenkel zweier entsprechender gleicher Winkel
verkehrt auf einander; mithin sind (8. 59) die drei Strahlenpaare:
Pa, Pa; Pb, PB; Pz, Py (wo letzteres das Tangentenpaar aus I” an
einen beliebigen Kegelschnitt der Schaar bedeutet), sechs Strahlen



282 Dritter Abschnitt.

einer Involution oder drei Paare conjugirter Strahlen eines Strahl-
systems; dieses ist schon durch zwei Paare vollstindig bestimmt;
lassen wir also den Kegelschnitt die ganze Schaar durchlaufeh, so
bleiben @e, b unveriindert, also die Tangentenpaare aus P an simmt-
liche Kegelschnitte der Schaar liefern immer Paare conjugirter Strahlen
eines und desselben Strahlsystems, w. z. b. w.

Das auf 8. 71 angegebene Kriterium fiir die Lage des Punktes P, je
nachdem das in ihm entstehende Strahlsystem elliptisch oder hyperbo-
lisch ist, unterschied von den elf Riumen, in welche die ganze Ebene
durch die vier Seiten des vollstiindigen Vierseits zerschnitten wird
(Fig. 27), fiinf hyperbolische (%) und sechs elliptische (¢); die ersteren
sind diejenigen, in welche die drei Diagonalen des vollstiindigen Vier-
seits hineinfallen, und letztere die iibrig bleibenden, welche von keiner
Diagonale getroffen werden. Wenn nun das Strahlsystem, welches
von den Tangentenpaaren aus einem Punkte P an die Kegelschnitte
der Schaar gebildet wird, hyperbolisch ist, so hat es zwei reelle
Doppelstrahlen oder Asymptoten; jede Asymptote muss daher in P
selbst eine Tangente sein fiir einen besonderen Kegelschnitt der Schaar,
-weil das Tangentenpaar aus P an diesen Kegelschnitt zusammenfiillt.
Wir schliessen also: Es giebt im Allgemeinen zwei Kegelschnitte, welche
vier gegebene Gerade beriihren und durch einen gegebenen Punkt gehen;
sie sind aber nur dann reell vorhanden, wenn der gegebene Punkt
in einem der fiinf hyperbolischen Riiume liegt, in welche die vier ge-
gebenen Geraden die Ebene zerschneiden, d. h. in einem derjenigen
Réume, welche die drei Diagonalen des von den vier Geraden gebildeten
vollstiindigen Vierseits enthalten. Liegt P auf einer der vier Geraden
selbst, so giebt es selbstverstindlich nur einen Kegelschnitt, der sie
beriihrt und durch diesen Punkt geht, weil dann das Strahlsystem
parabolisch wird. Liegt I’ in einem der sechs elliptischen Réume, so
sind die beiden Kegelschnitte imaginir. Die Aufgabe, diese beiden
Kegelschnitte zu finden, ist also darauf zuriickgefiihrt, die Asymptoten
(oder Doppelstrahlen) eines bekannten Strahlsystems zu bestimmen,
welche sich mit Hiilfe eines festen Kreises losen ldsst (§. 15). Wir
ersehen hieraus, dass sdmmitliche Kegelschnitle einer Schaar wicht die
ganze unendliche Lbene erfiillen, sondern nur die finf hyperbolischen
Réume, wilrend die sechs elliptischen frei bleiben.

Es kniipft sich hieran die Frage, wo der Punkt P liegen miisse,
damit das Strahlsystem, welches durch die Kegelséhnittscha.a.r in ihm
hervorgerufen wird, insbesondere ein circulares werde. Da bei einem
circularen Strahlsystem je zwei conjugirte Strahlen zu einander recht-
winklig sind, so wire fiir einen solchen Punkt P erforderlich, dass
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jedes Tangentenpaar aus ihm an einen Kegelschnitt der Schaar aus
zwei zu einander rechtwinkligen Strahlen bestinde. Nehmen wir P
willkiirlich in der Ebene an, so sind die Axen des in ihm bestimmten
Strahlsystems ein Paar rechtwinkliger Tangenten fiir einen bestimmten
Kegelschnitt der Schaar; damit aber in P ein cireulares Strahlsystem ent-
stehe, miisste es noch ein zweites Paar rechtwinkliger conjugirter Strahlen
geben. Wir wissen aber (8. 179), dass fiir jeden Kegelschnitt der Ort
. des Schnittpunktes je zweier rechtwinkligen Tangenten ein bestimmter

Kreis ist, welcher denselben Mittelpunkt wie der Kegelschnitt hat;
fir die ganze Kegelschnittschaar erhalten wir dadurch unendlich viele
Kreise, welche ihre Mittelpunkte auf einer Geraden, der Mittelpunktslinie
der Kegelschnittschaar, haben, und von welchen durch jeden Punkt der
Ebene ein bestimmter geht. Nehmen wir daher zwei beliebige Kegel-
_schnitte der Schaar (etwa zwei Paare Gegenecken des vollstindigen Vier-
seits aa, bB) und bestimmen die Ortskreise des Schnittpunktes der recht-
winkligen Tangenten (d. h. zwei Kreise iiber ae und bg als Durchmesser),
so schneiden sich dieselben im Allgemeinen in zwei (reellen oder imagi-
niiren) Punkten P) und ¢, ; diese beiden besonderen Punkte, wenn sie reell
sind, miissen die Eigenschaft haben, dass fiir jeden derselben zwei
Tangentenpaare an zwei bestimmte Kegelschnitte der Schaar Paare
rechtwinkliger Tangenten sind; folglich miissen- die Strahlsysteme in
diesen beiden Punkten circulare sein, oder alle Tangentenpaare sind
rechtwinklig; sobald die beiden Punkte P, und @, imaginiir sind, giebt
es iiberhaupt keinen reellen Punkt in” der Ebene, fiir welchen das be-
treffende Strahlsystem ein circulares wird; sind die beiden Punkte’
£, und @, reell, so miissen, weil die Tangentenpaare aus jedem der-
selben an alle Kegelschnitte der Schaar rechtwinklig sind, die simmt-
lichen Ortskreise des Schnittpunktes rechtwinkliger Tangenten fiir die
ganze Kegelschnittschaar durch P, und ¢, gehen, also selbst ein Kreis-
biischel bilden; insbesondere geht fiir die einzige Parabel, welche in
der Kegelschnittschaar vorkommt, der Ortskreis in die Leitlinie iiber,
welche also auch durch P, und ¢, geht und die Potenzlinie (gemein-
schaftliche Secante) dieses Kreisbiischels wird.

Aber auch wenn die Punkte P, und @, nicht reell sind, bilden
die simmtlichen Ortskreise fiir die Kegelschnittschaar ein Kreishiischel,
welches die Leitlinie der einzigen in der Kegelschnittschaar enthaltenen
Parabel zur Potenzlinie (ideellen gemeinschaftlichen Secante) hat; dies
lisst sich auf folgende Weise erkennen: Wir wissen (S. 147), dass das
Diagonaldreieck zyz des vollstiindigen Vierseits ein Polardreieck fiir
jeden Kegelschnitt der Schaar ist, und (S. 185), dass der einem Polar-
dreieck umschriebene Kreis immer den Ortskreis des Schnittpunktes recht-
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winkliger Tangentenpaare unter einem rechten Winkel schneidet; folglich
geniigen alle Ortskreise den beiden Bedingungen, dass ihre Mittelpunkte
in einer Geraden (der Mittelpunktslinie t) liegen, und dass sie einen
festen Kreis, den um das Diagonaldreieck 272 beschriebenen, rechtwinklig
schneiden, woraus nach bekannten Elementar-Siitzen folgt, dass sie ein
Kreisbiischel bilden. Derum das Diagonaldreieck beschriebene Kreis, wel-
cher seinen Mittelpunkt in der Potenzlinie des Kreisbiischels oder in
der Leitlinie der einzigen Parabel der Kegelschnittschaar hat, gehort
dem conjugirten Kreishiischel an und entscheidet dariiber, ob die
Punkte P, und €, reell sind, oder nicht; wenn nimlich dieser Kreis
KO (zyz) die Mittelpunktslinie IN nicht trifft, so sind die Punkte P,
und @), reell, wenn er dagegen die Mittelpunktslinie I in zwei reellen
Punkten trifft, so sind P, und ¢, imaginir; ein besonderer Fall von
untergeordneterem Interesse ist der, dass der Kreis 8@ (wyz) die
Mittelpunktslinie M berithrt, wobei P, und ¢, zusammenfallen.
Fassen wir das gewonnene Resultat zusammen:

DBestimmt man fiir jeden Kegelschmitt einer Schaar mit vier gemein-
schaftlichen Tangenten den Oriskreis solcher Punkie, in welchen sich je
zwei rechtwinklige Tangenten treffen, so bilden diese Kreise em Kreis-
biischel, dessen Polenzlinic die Leitlinie der einzigen in der Kegelschnitt-
schaar vorkommenden Parabel ist. Diese Potenzlinie enthilt (S. 279)
die vier Hohenpunkte derjenigen vier Dreiseite, aus welchen das voll-
stindige Vierseit der vier gegebenen Tangenten besteht; sie enthilt
auch den Mittelpunkt desjenigen Kreises £, welcher dem Diagonal-
dreieck zyz des vollstindigen Vierseits umschrieben ist, und steht
endlich senkrecht auf der Mittelpunktslinie I, welche die Mittelpunkte
sammtlicher Kegelschnitte der Schaar enthiilt und zugleich die Mittel-
punktslinie des Kreisbiischels ist. Die Potenzlinie ist eine reelle gemein-
schaftliche Secante des Kreisbiischels, wenn der dem Diagonaldreieck xzyz
wumschrichene Kreis 8P die Mittelpunlislinie wicht trifft; in diesem Falle
gehen. alle Kreise des Diischels durch dieselben beiden Punkte P, und ),
der Potenzlinie, und dies sind die einzigen Punkte in der Ebene, fiir
welche das aus den Tangentenpaaren an die Kegelschnitte der Schaar ge-
bildete Strahlsystem ein circulares wird. Die Potenzlinie ist dagegen
eine ideelle gemeinschaftliche Secante des Kreisbiischels, d. h. es giebt
keine reellen Punkte in der Ebene von der verlangten Eigenschaft,
sobald der oben erwiihnte Kreis ®® die Mittelpunktslinie R in zwei
reellen Punkten I und S trifft. In diesem Falle sind die Punkte I
und S selbst Nullkreise des Kreisbiischels, d. h. solche Ortskreise des
Schnittpunktes rechtwinkliger Tangenten, fiir welche der Radius Null
ist; dieser Fall tritt bekanntlich nur bei der gleichseitigen Hyperbel
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ein; die Punkte R und S sind also die Mittelpunkte der beiden gleich-
seitigen Hyperbeln, welche in der Kegelschnittschaar vorkommen kinnen ;
sobald die Punkte R wund S imaginir sind, gicbt es keine gleichseitige
Hyperbel in der Kegelschmittschaar.

Wir haben hieraus zu gleicher Zeit ersehen, dass in einer Kegel-
schnittschaar im Allgemeinen zwei gleichseitige Hyperbeln vorkommen,
und wie die Mittelpunkte derselben zu finden sind. Wir konnen jetzt
eine von den vier Seiten des vollstiindigen Vierseits veriindern und
den Ort der Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln aufsuchen,
welche einem gegebenen Dreiseit einbeschrieben sind. Sind die drei
Paare von Gegenecken des vollstiindigen Vierseits aw, b, ¢y und die Dia-
gonalpunkte zyz (Fig. 69), so konnen wir die Seite afiy veriindern

Fig. 69.

und das Dreiseit abc festhalten; ohne indessen der Allgemeinheit
Eintrag zu thun, konnen wir die vierte Seite efy so bewegen, dass
der Punkt e« fest bleibt; denn welches auch die dem Dreiseit abe ein-
beschriebene gleichseitige Hyperbel sei, immer wird sich aus einem
Punkte a der Tangente be eine und nur eine zweite Tangente legen
- laswen; wir halten also den Punkt « fest und drehen die vierte Seite
afy des vollstindigen Vierseits um e; sind dann. o mym, resp. die
Mitten der Diagonalen ae, bB, ¢y, welche in der Mittelpunktslinie 3¢
liegen, so bleibt m, bei der Bewegung fest; die Mittelpunktslinie I
dreht sich also um den festen Punkt m,; das Tripel xyz veriindert
sich; sei O der Mittelpunkt des um dasselbe beschriebenen Kreises,
und moge dieser Kreis die Mittelpunktslinie 9 in den Punkten R
und S treffen, so wird das Perpendikel aus O auf IR in m die Sehne
RS halbiren; das Perpendikel Om ist aber unsere oben gefundene
Potenzlinie, oder die Leitlinie der einzigen Parabel; diese Gerade ent-
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hiilt die Hohenpunkte der vier Dreiseite; von den vier Dreiseiten bleibt
nur das Dreiseit abe fest, dessen Hohenpunkt 7 sei; das Perpendikel
Om dreht sich also bei der Bewegung um den festen Punkt H; folg-
lich ist der Ort des Punktes m ein Kreis, welcher die festen Punkte
H und m, zu Endpunkten eines Durchmessers hat, also:

Hm? + m,m* = Hm,*.
Da nun m die Mitte der Sehne RS ist, so folgt:

Bm =mS oder Rm + Sm =0 und
mym = m B 4+ Bm =mS 4 Sm
mym? = (m; R + Rm) (m, S 4+ Sm)
=mR.mS +mR.Sm -+ mS.Rm -+ mR.mS
=mR.mS + Rm.RS — Rm?
=mR.m S+ Rm®,
also haben wir:
Hm? + Em* = Hm®* — m R .m S
: HR*= HS* = Hm,> — m R .m,8S.
Es ist aber m B .m S gleich der Potenz des Punktes m, in Bezug
auf den Kreis O, und da dieser durch y und 2z geht, auch gleich
myy .my 2y da y .und 2z harmonisch liegen zu dem Paar Gegenecken a
und «, deren Mitte m, ist, so haben wir gleichzeitig m,y .m,z
= m, a* = m,e?, also:
HR* — HS®* = Hm,® — m,a* = const. ;

die Punkte R und S beschreiben also bei der Bewegung einen Kreis
um den festen Punkt Z, denn ihr Abstand von H bleibt unveriindert,
und der Radius dieses Kreises wird leicht zu ermitteln sein; schlagen
wir niimlich {iber ae als Durchmesser einen Kreis, dessen Mittelpunkt
m; und dessen Radius m, @ sein wird, so ist die Potenz des Punktes
H in Bezug auf diesen Kreis gleich Hm,* — m,¢’; es schneidet aber
Ha den gedachten Kreis zum andern Male in demjenigen Punkte o’
welcher der Fusspunkt des aus ¢ auf be herabgelassenen Perpendikels
ist; wenn daher die Fusspunkte der Hohen des Dreiecks abe mit a'b'c!
bezeichnet werden, so ist:

Ha.Hao' = Hb . H' = He . Het = r*

und » der Radius des gesuchten Kreises. Das Quadrat des Radius
dieses Kreises ist nur positiv, also der Kreis nur reell, wenn @ und @,
ebenso b und 8, ¢ und ¢! auf derselben Seite von H liegen, wenn
also H ausserhalb des Dreiecks abc liegh, oder was dasselbe sagt,
wenn das Dreieck abe stumpfwinklig ist; er redueirt sich auf einen
Punkt beim rechtwinkligen Dreieck und wird imagindr beim spitz-
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winkligen. Dieser Kreis hat ferner, wie unmittelbar aus den Polar-
Eigenschaften hervorgeht, zu dem Dreieck abe die Beziehung, dass
letzteres ein Polardreieck fiir diesen Kreis ist, der demnach ,der dem
Dreieck conjugirte Kreis“ heisst. Wir haben mithin folgenden Satz:*)

Die DMittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, welche demselben
Dreiseit einbeschricben sind, liegen auf einem Kreise, der den Hihenpunkt
des Dreiseits zu seinem Mittelpunlite und dic Fcken des Dreiseits zu
emem Tripel conjugirter Punkte hat; dieser Kreis ist nur dann reell,
wenn das Dreiseit stumpfwinklig ist, und das Quadrat seines Radius
ist alsdann gleich dem constanten Rechteck aus den Abstéinden des
Hohenpunktes von jeder Ecke und der gegeniiberliegenden Seite des
Dreiseits. HEs kann also auch nur einem stumpfwinkligen Dreiseit
eine gleichseitige Hyperbel einbeschrieben werden.

8. 46. TUsher die besondere Natur der in einer Schaar enthaltenen
Kegelschnitte.

Um die Kegelschnitte einer Schaar hinsichtlich ihrer Gattung
genauer zu erforschen, suchen wir das dem Mittelpunkte jedes Kegel-
schnitts zugehorige Strahlsystem, d. h. das System der conjugirten
Durchmesser fiir jeden Kegelschnitt der Schaar zu bestimmen; je nach-
dem dasselbe elliptisch oder hyperbolisch ist, wird der Kegelschnitt
Ellipse oder Hyperbel sein, und insbesondere ist er Kreis oder gleich-
seitige Hyperbel, wenn sein System conjugirter Durchmesser ein eir-
culares oder ein gleichseitig-hyperbolisches Strahlsystem, endlich Parabel,
wenn es ein parabolisches Strahlsystem ist. Um das System der con-
jugirten Durchmesser eines Kegelschnitts, dessen Mittelpunkt m ge-
geben ist, zu erhalten, reicht die Kenntniss eines Tripels conjugirter
Punkte wyz in Bezug auf den Kegelschnitt aus; ‘denn ziehen wir mz
und durch m eine Parallele zu y#, so erhalten wir ein Paar conjugirter
Durchmesser, weil es ein Paar conjugirter Strahlen in Bezug auf den
Kegelschnitt ist; denn der unendlich-entfernte Punkt auf yz ist der
Pol zn ma; ziehen wir zweitens my und eine Parallele durch m zu
2z, so erhalten wir ein zweites Paar conjugirter Durchmesser und in
gleicher Weise ein drittes Paar; zwei Paare conjugirter Durchmesser
bestimmen schon das ganze Strahlsystem, und wir bediirfen des dritten
Paares nicht mehr.

Sobald der Mittelpunkt s eines Kegelschnitts und ein Tripel con-

*) ,Vermischte Sitze und Aufgaben“ von J. Steiner im 55. Bde. des Crelle-
Borchardt'schen Journals fiir reine und angewandte Mathematik, Seite 371.
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jugirter Punkte zyz in Bezug auf denselben gegeben ist, ist derselbe
nicht nur seiner Art nach, sondern iiberhaupt vollstindig bestimmt;
denn ziehen wir mx, my, me, welche Strahlen die Gegenseiten yz, 2z, zy
resp. in Eq¢ treffen, so bestimmen #£ ein Punktsystem, dessen Mittel-
punkt m ist; die Asymptotenpunkte der drei Punktsysteme auf maz, my,mz
liegen aber auf einem Kegelschnitt, welcher m,zum Mittelpunkt und
xyz zum Polardreieck hat; denn da & und yn zwei Paare conju-
girter Punkte in Bezug auf diesen Kegelschnitt sind, so muss auch
(8. 158) 2= (2, y&) und der Schnittpunkt (zy, &%) ein Paar con-
jugirter Punkte sein; andererseits sind aber # und { ein zweites Paar
conjugirter Punkte, folglich ist zy die Polare von 2 u. s. f.

Der Kegelschnitt ist nun eigentlich durch die drei Punktsysteme mehr
als bestimmt; da sich aber ihre Triiger in demselben Punkt m treffen, wel-
cher Mittelpunkt fiir alle drei Punktsysteme ist, so widersprechen sich
die ihn bestimmenden Bedingungen mnicht. Nur fiir den Fall, dass
die drei Strahlsysteme alle hyperbolisch sind, galt die vorige Be-
stimmung des Kegelschnitts; alle drei konnen nicht elliptisch sein,
weil nothwendig von drei Tripelpunkten zyz einer innerhalb des Kegel-
schnitts liegen muss, also seine Verbindungslinie mit m den Kegel-
schnitt in zwei reellen Punkten treffen muss (S. 148). Umgekehrt,
wiren bei willkiirlicher Annahme von m, @, v, 2z alle drei Punkt-
systeme elliptisch, so miisste der gesuchte Kegelschnitt ganz imaginir

" sein; wohl aber kann von den drei Punktsystemen eines hyperbolisch
und die beiden andern elliptisch, oder eines elliptisch und die beiden
andern hyperbolisch sein, allerdings nur bei der Hyperbel, fiir welche
ausserdem auch der erste Fall, dass alle drei hyperbolisch sind, ein-
treten kann. Fiir die Hyperbel muss nun das Strahlsystem der con-
jugirten Durchmesser, welches in m bekannt ist, hyperbolisch sein;
seine beiden Asymptoten sind die Asymptoten der Hyperbely und da
ausserdem mnoch ein Punktpaar auf einem Durchmesser maz allemal
reell ist, so ist die Hyperbel ebenfalls als bekannt anzusehen.

Bei willkiirlicher Amnahme von m, z, y, & gestaltet sich das
Kriterium, ob der Kegelschnitt Hyperbel oder Ellipse ist, in folgen-
der Art:

Die Seiten des Dreiecks xyz theilen die ganze Ebene in 7 Riume,

TFig. 10, den endlichen Dreiecksravm (e), die drei den Ecken
e anliegenden Scheitclrdume e eqe; und die drei den
Ay o Seiten anliegenden Réwme hihyh,. Liegt der ange-

o Tle, Mommene Mittelpunkt m in e, so giebt es keinen
A ky * recllen Kegelschnitt; liegt er in e ee;, so giebt es
einen, und derselbe ist Ellipse; liegt endlich m in einem der Réume hyhyhs,
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so giebt es ebenfalls einen reellen Kegelschnitt, und derselbe ist Hyperbel.
(Vgl. §§. 58 und 62.) ; y

Die Kegelschnittschaar hat ein allen Kegelschnitten gemeinschaft-
liches Tripel conjugirter Punkte: das Diagonaldreieck xyz des von
den vier gemeinschaftlichen Tangenten der Schaar gebildeten voll-
stiindigen Vierseits (8. 147), und ferner liegen die Mittelpunkte m aller
Kegelschnitte der Schaar auf einer Geraden I, der Mittelpunktslinie
(S. 276), und erfiillen dieselbe; die Strahlen #mz und my beschreiben
also zwei perspectivische Strahlbiischel, wihrend der Kegelschnitt,
dessen Mittelpunkt m ist, die ganze Schaar durchlduft, und die con-
jugirten Durchmesser zu ma und my behalten constante Richtung.

Wir denken uns nun die Durchmessersysteme siimmtlicher Kegel-
schnitte der Schaar parallel mit sich nach einem und demselben Punkte
o der Ebene hin verschoben und legen einen beliebigen Kegelschnitt C®
durch den Punkt o; dann liefert jedes der nach o verlegten Strahlsysteme
der conjugirten Durchmesser einen bestimmten Punkt Pin der Ebene; denn
bekanntlich schneiden die Paare conjugirter Strahlen eines Strahlsystems,
dessen Mittelpunkt in der Peripherie eines Kegelschnitts liegt, Sehnen in
dem Kegelschnitte aus, welche siimmtlich durch einen Punkt P laufen
(8. 151); dieser Punkt ist schon durch zwei Strahlenpaare bestimmt; ziehen -
wir also durch o eine Parallele zu yz, welche den Hiilfskegelschnitt C®
in e« trifft, eine Parallele zu 2z, welche ihn in B trifft; ziehen wir
ferner durch o zwei Parallele zu xm und ym, welche den Hiilfskegel-
schnitt in ' und B! treffen, so wird der Schnittpunkt von @« und
BB* der Punkt P sein, welcher dem Strahlsystem der conjugirten
Durchmesser fiir den Kegelschnitt () entspricht. Veriindern wir jetzt
m auf der Mittelpunktslinie MM, um die ganze Schaar zu erhalten, so
beschreiben #m und yim zwei perspectivische Strahlbiischel, folglich
auch oe' und of' zwei projectivische Strahlbiischel; weil aber o und
« zwei feste Punkte des Hiilfskegelschnitts C® sind, so werden oa'
und @e' zwei projectivische Strahlbiischel beschreiben, ebenso of!
und Bp*, folglich beschreiben auch e und Bp' zwei projectivische
Strahlbiischel; der Ort ihres Schnittpunktes P ist also ein bestimmter
Kegelschnitt C®, welcher durch « und $ geht; dass er auch durch g,
den Schnittpunkt eines parallel mit zy durch o gezogenen Strahles
mit dem Kegelschnitte 0@, hindurchgeht, ist einleuchtend, da wir statt
« und # auch @« und y oder f§ und p hiitten wihlen konnen; es geht
auch daraus hervor, dass, wenn m insbhesondere in den Schnittpunkt
der Mittelpunktslinie ¢ mit zy riickt, der Punkt P nach y gelangt.
Es ist nun auch leicht, den vierten Schnittpunkt der Kegelschnitte C®

und C® zu finden; gelangt nimlich m insbesondere nach dem unend-
Steiner, Vorlesungen IL. 2, Aufl, 19
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lich-entfernten Punkte der Mittelpunktslinie M, so wird der Punkt P
die Lage eines Punktes 0 annehmen, welcher der Schnittpunkt einer
durch o zur Mittelpunktslinie I gezogenen Parallelen mit dem Hiilfs-
kegelschnitte C® ist. Die Kegelschnitte C® und C® begegnen sich also
in den leicht angebbaren vier Punkten efyd. Wir haben demnach
zundchst folgenden Satz gefunden:

Verschicbt man die Strahlsysteme der conjugirten Durchmesser fiir
séimmiliche Kegelschnitte emner Schaar von vier gemeinschaftlichen Tangenten
mit Beibehaltung ilrer Richtung (ohne Drehung) nach einem Punkte o
eines beliebigen Kegelschnitts C®, so bestimmit jedes Strahlsystem einen Punkt
P in der Ebene, durch welchen die Durchbohrungssehmen jedes Paares
conjugirter Strahlen laufen; der Ort simmitlicher Punkte P fiir alle Kegel-
schnitte der Schaar ist ein bestimmier Kegelschmitt C®, der insbesondere
mit C® diejenigen vier Punkte gemein hat, in welchen die durch o mit den
drei Diagonalen des Vierseits und der Mittelpunktstinie I  gezogenen
Parallelen dem Kegelschnitt C® begegnen.

Ist der Kegelschnitt C® einmal ermittelt, so haben wir eine leicht
iibersehbare Abhiingigkeit einerseits zwischen den Kegelschnitten der
Schaar oder ihren Mittelpunkten m auf IR und ihren zugehorigen
Durchmessersystemen und andererseits den simmtlichen Punkten P des
Kegelschnitts C®; jeder Punkt dieses Kegelschnitts, als Mittelpunkt
eines Strahlbiischels aufgefasst, liefert niimlich Strahlen, welche den
Hiilfskegelschnitt C'® in Punktpaaren treffen, und diese, mit 0 verbunden,
geben je ein Strahlsystem, welches dem Durchmessersystem eines be-
stimmten Kegelschnitts der Schaar parallel liuft; oder auch: Die
Mittelpunktslinie 9%, welche die Mitten m,m,m, der drei Diagonalen
des Vierseits enthilt, und deren unendlich-entfernten Punkt wir mit
m, bezeichnen wollen, wird durch die vier Punkte m m,m,m_ in vier
Stiicke zerschnitten, und andererseits zerfillt der Kegelschnitt U® durch
die vier in ihm enthaltenen Punkte afyd in vier Sticke (falls er eine
Hyperbel ist, muss dieselbe als zusammenhiingende Curve in dem
auf Seite 120 angegebenen Sinne aufgefasst werden); alsdann enthalten
die Strecken zwischen m, m,, mymy, mym_, m_m, die Mittelpunkte
derjenigen Kegelschnitte der Schaar, deren Durchmessersysteme, nach
o verlegt, Punkte P liefern, welche beziehungsweise die Stiicke of,
By, 0, da des Kegelschnitts C® erfiillen (Fig. 71). Fiir die beson-
deren Punkte afpd selbst wird das Strahlsystem parabolisch, die vier
Kegelschnitte, welche diesen Punkten entsprechen, miissen also Parabeln
sein; dies ist in der That der Fall, obwohl nur der einzige dem Punkt d
entsprechende Kegelschnitt eine eigentliche Parabel ist; die den drei
Punkten «fy entsprechenden Kegelschnitte der Schaar sind aber die
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drei Punktpaare (drei Paar Gegenecken des vollstéindigen Vierseits),
und ein solches Punktpaar oder die doppelt gedachte Verbindungslinie
desselben kann nicht blos, wie wir gesehen haben, als Ellipse oder
Hyperbel (mit einer verschwindend kleinen Axe), sondern ebensowohl
Fig. 7L
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als eine specielle Parabel aufgefasst werden, denn sie hat zwei zu-
sammenfallende unendlich-entfernte Punkte, was das charakteristische
Merkmal der Parabel ist; auch trat schon bei der Betrachtung der
. Parabelschaar (8. 277) eine soleche Doppellinie als specielle Parabel
auf. Je nachdem nun der Punkt P innerhalb oder ausserhalb des
Hiilfskegelschnitts O® liegt, ist das Strahlsystem in o oder das mit
ihm parallele Durchmessersystem des Kegelschnitts der Schaar elliptisch
oder hyperbolisch, dieser Kegelschnitt selbst also auch Ellipse oder Hy-
perbel.  Wir erkennen hieraus das bereits frither (S. 275) gefundene
Resultat, dass die Kegelschnittschaar im Allgemeinen aus zwei Gruppen
Ellipsen und zwei Gruppen Hyperbeln besteht, welche mit einander
abwechseln, so dass auf eine Gruppe Ellipsen eine Gruppe Hyperbeln
u. s. w. folgt, und dass diese vier Gruppen durch die vier erwiihnten
Parabeln von einander getrennt werden, denn sobald der Kegelschnitt
C® durch einen der vier Schnittpunkte «fyd geht, tritt er entweder
aus der Region innethalb des Kegelschnitts C® in die ausserhalb des-
selben oder umgekehrt (mit Ausnahme des besonderen Falles, dass
zwei von den vier Punkten zusammenfallen).

Denken wir uns irgend ein Paar conjugirter Durchmesser eines
beliebigen Kegelschnittes der Schaar parallel nach ¢ verschoben, so
wird die Durchschnittssehne in dem Kegelschnitt C® den Kegelschnitt
C® im Allgemeinen und hochstens in zwei Punkten P und P! treffen,

19%
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welche zwei bestimmten Kegelschnitten der Schaar entsprechen; jedes
Paar conjugirter Durchmesser eines Kegelschnitles ‘der Schaar st also
um Allgemeinen mit eimem Paar conjugirter Durchmesser eines der iibrigen
parallel; daher haben die Kegelschnitte insbesondere auch paarweise parallele
Azen; solche Paare von Kegelschnitten mit parallelen Axen erhalten
wir in der Weise, dass wir nach o ein circulares Strahlsystem ver-
legen, dessen Durchbohrungssehnen in C® durch einen festen Punkt
g laufen; jeder durch p gezogene Strahl trifft C® in zwel solchen
Punkten P und P!, deren entsprechende Keo‘elschmtte der Schaar
parallele Axen ha,ben denn jede durch p gezogene Sehne bestimimt
in C® zwei Punkte, die mit 0 verbunden die Richtungen der Axen
liefern. Es kann aber inshesondere vorkommen, dass die Schnittpunkte
P und P' zusammenfallen oder ihre Verbindungslinie eine Tangente
des Kegelschnitts C® ist, und zwar giebt es durch jeden Punkt P eine
bestimmte Tangente an C®; eine solche liefert als Sehne in C® zwei
Schnittpunkte, die mit o verbunden ein besonderes Paar conjugirter
Durchmesser des dem P entsprechenden Kegelschnitts bestimmen; mit
diesem Paare wird kein Paar conjugirter Durchmesser irgend eines
andern Kegelschnittes der Schaar parallel sein; also jeder Kegelsehnitt
der Schaar hat ein besonderes Paar conjugirter Durchmesser, welches mit
keinem Paar conjugirter Durchmesser irgend eines der iibrigen parallel
ist, und es giebt im Allgemeinen zwei Kegelschnitte, bei denen dies be-
sondere Paar dic Azen sind; die beiden aus dem Punkte p an den
Kegelschnitt C® gelegten Tangenten haben nimlich zu Beriihrungs-
punkten die besonderen Punkte P, deren entsprechende Kegelschnitte
der Schaar das besondere Paar conjugirter Durchmesser zu Axen haben.

Um zu ermitteln, ob und wie viele gleichseitige Hyperbeln in der
Kegelschnittschaar enthalten sind, denken wir uns in den Schnittpunkten
der durch u gezogenen Sehnen mit dem Kegelschnitt C'® Tangenten-
paare an- dem letzteren, die sich in Punkten schneiden, welche auf
der Polare von g in Bezug auf C® liegen; diese Polare £ wird nun
den Kegelschnitt C}* im Allgemeinen in zwei Punkten P und P' treffen;
jeder derselben hat die Eigenschaft, dass sein Tangentenpaar an C® den
Kegelschnitt in zwei Punkten beriihrt, die mit o verbunden zwei recht-
winklige Strahlen liefern; diese sind aber die Asymptoten des Strahl-
systems, welches dem P zugehort; es ist ein gleichseitig-hyperbolisches,
weil seine beiden Asymptoten rechtwinklig zu einander sind; jene beiden
Schnittpunkte der Geraden £ mit dem Kegelschnitt C® bestimmen also
zwei solche Punkte P, dass die ihnen entsprechenden Kegelschnitte der
Schaar gleichseitige Hyperbeln werden; es giebt mithin in der Kegel-
schnittschaar zwei oder eine oder keine gleichseitige Hyperbel, je nach-
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dem £ und C® sich schneiden oder beriihren oder nicht treffen. (Vergl.
S. 285.)

Insbesondere kann die Kegelschnittschaar einen Kreis enthalten,
wenn der Kegelschnitt C® durch den Punkt -u geht, fir welchen
das Strahlsystem in o ein circulares wird. Sollen zwei Kreise in der
Kegelschnittschaar vorkommen, so muss der Kegelschnitt C® in g
einen Doppelpunkt haben, d. h. in ein Linienpaar zerfallen; suchen
wir iiberhaupt die Bedingungen auf, damit der Kegelschnitt C(® zer-
falle; dies wird dann eintreten, wenn die beiden den Kegelschnitt C®
erzeugenden projectivischen Strahlbiischel («) und (f) perspeetivisch
liegen, also in die Verbindungslinie der Mittelpuukte entsprechende
Strahlen hineinfallen; dies ist aber nur dann mbéglich, wenn die
Richtungen von myz und m,y zusammenfallen oder die Mittelpunkts-
linie M mit der Diagonale zy coincidirt; alsdann fillt m, in z und
m, in y hinein, und da m, die Mitte zweier Gegenecken des vollstiin-
digen Vierseits ist, welche mit # und z harmonisch liegen, so muss,
da 2 in die Mitte zwischen zwei zugeordneten Punkten fillt, der vierte
harmonische Punkt 2z in die Unendlichkeit gehen; ebenso auf der
Diagonale yz; also das urspriinglich gegebene Vierseit muss die Eigen-
schaft haben, dass zwei Diagonalen desselben parallel laufen, wobei
die Mittelpunktslinie M mit der dritten Diagonale zusammenfillt.
Der Kegelschnitt C® redueirt sich dann, weil ¢f zusammenfallen und
auch y0 zusammenfallen, also zwei Doppelpunkte in ihm vorkommen,
auf die doppelt zu zihlende Verbindungslinie derselben und enthilt
nicht nur einen, sondern unendlich viele Doppelpunkte. Kin Doppel-
punkt des Kegelschnitts C® liefert nun in o zwei gleiche auf einander
fallende Strahlsysteme, gntspricht also in der Kegelschnittschaar zwel
Kegelschnitten, deren Durchmessersysteme gleich und gleichgerichtet
sind; zwki solche Kegelschnitte heissen #hnlich und #hnlich-liegend;
wir schliessen hieraus:

Unter den gesammien Kegelschnitten der Schaar giebt es im Allge-
meinen keine gwei, welche dhnlich und dhnlich-liegend sind; wenn es aber
insbesondere ein solches Paar giebt, so sind alle iibrigen auch paarweise
chmlich wnd dhnlich-liegend; dieser besondere Fall trift ein, wenn zwei
Diagonalen des Vierseits parallel sind, wo dann die Mittelpunkislinie I
mit der dritten Diagonale zusammenfillt. Der Kegelschnitt C{® degene-
rirt dabei in eine doppelte gerade Linie; geht diese insbesondere noch
durch den Punkt g, so giebt es zwei Kreise in der Kegelschnittschaar,
welche ebenfalls als ein Paar #hnliche und i#hnlich-liegende Kegel-
schnitte aufzufassen sind. (Wir iiberlassen dem . Leser die Unter-
suchung eines andern Falles, in welchem gleicherweise die Richtungen
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myx und my auf einander fallen, wenn niimlich y mit & coincidirt;
alsdann entsteht ein besonderes Vierseit, von welchem zwei Seiten
zusammenfallen und auch zwei Diagonalen auf dieselben; die Kegel-
schnitte dieser speciellen Schaar beriihren simmtlich eine Gerade
(das zusammenfallende Seitenpaar) in einem und demselben festen
Punkte und ausserdem zwei andere Gerade; die Mittelpunktslinie I
enthélt nur eine elliptische und zwei hyperbolische Regionen; der
Kegelschnitt C® degenerirt in ein Linienpaar, dessen Doppelpunkt auf
dem Kegelschnitt C® liegt; es giebt also keine zwei #ihnliche und fihn-
lich-liegende Kegelschnitte u. s. w.; auch weitere Specialisirungen er-
geben sich ohne Schwierigkeit aus der obigen allgemeinen Betrachtung.)

Eine besondere Einfachheit gewinnt die Untersuchung, wenn wir
fiir den beliebig zu wiithlenden Hiilfskegelschnitt C'® einen Kreis an-
nehmen; fiir den Kreis wird nimlich zuniichst der Punkt w der Mittel-
punkt, und alle solche Punkte P, die gleichweit vom Mittelpunkte
abstehen, also auf einem concentrischen Kreise liegen, geben in o
gleiche Strahlsysteme, was aus der auf S. 268 gemachten Bemerkung
hervorgeht, indem einerseits das Tangentenpaar aus P an den Kreis
zwei Berithrungspunkte liefert, welche mit o0 verbunden die Asymptoten
des Strahlsystems geben, oder andererseits die durch P gezogene kleinste
Sehne des Kreises denselben in zwei Punkten trifft, welche mit o ver-
bunden das den gleichen conjugirten Durchmessern entsprechende
Strahlenpaar liefern (gh, und hg, ), dessen Halbirungsstrahlen die Axen
sind. Mit Hiilfe dieser Bemerkung erkennen wir, dass irgend ein mit
dem Kreise C® concentrischer Kreis im Allgemeinen den Kegelschnitt
C® in vier solchen Punkten P treffen wird, deren entsprechende Kegel-
schnitte #hnlich (aber nicht dhnlich-liegend) gind, weil die diesen vier
Kegelschnitten der Schaar zugehdrigen Durchmessersysteme gleich
sind, und zwar wird, wenn wir den Radins eines solchen®mit dem
urspriinglichen concentrisch angenommenen Kreises verindern, ein
Kreis, dessen Radius grosser ist als der von C®, im Allgemeinen in
vier Punkten den Kegelschnitt C* treffen, welche vier ihnliche Hy-
perbeln der Kegelschnittschaar liefern, wihrend ein Kreis, dessen
Radius kleiner ist als der von C®, immer in vier solchen Punkten
trifft, welche vier ihnliche Ellipsen der Kegelschnittschaar liefern;
auch ist ersichtlich, dass von diesen vier dhnlichen Kegelschnitten
immer zwel einer der vier oben hervorgehobenen Gruppen und die
heiden andern der zweiten gleichartigen Gruppe angehoren; doch
treten bei der stetigen Veriinderung des mit C® concentrischen Kreises
gewisse Grenzen auf, welche zu alleinstehenden Kegelschnitten fiihren,
oder bei denmen ein solches Paar in einen einzigen Kegelschnitt zu-
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sammenfiillt. Im Allgemeinen wird es bei jeder der vier Gruppen in
der Kegelschnittschaar einmal vorkommen, dass die beiden #hnlichen
Kegelschnitte zusammenfallen, indem durch das Wachsen oder. Ab-
nehmen des Radius eines mit C® concentrischen Kreises die zwei
Schnittpunkte desselben mit einem der vier Curvenstiicke «f, By, 79,
do des Kegelschnitts C® einander geniihert werden kénnen, bis sie
zuletzt zusammenfallen; ein solcher Kreis wird den Kegelschnitt C(®
beriihren, sein nach dem Berithrungspunkte gezogener Radins wird
also eine Normale des Kegelschnitts O{» sein, und jene alleinstehenden
Kegelschnitte werden daher bestimmt durch die Fusspunkte der Nor-
malen, welche sich aus dem Mittelpunkte u des Hiilfskreises O® an
den Kegelschnitt C® ziehen lassen.*) Diese Fusspunkte konnen wir
auf folgende Weise ermitteln: Moge ein solcher um den Mittelpunkt
g beschriebener Kreis den Kegelschnitt C® in zwei Punkten «!'p!
treffen, so wird ‘die Mitte der Sehne «'f' einmal in dem von p auf
- dieselbe gefiillten Perpendikel liegen ggnd andererseits in demjenigen
Durchmesser des Kegelschnitts C®, welcher der Richtung «!f' conju-
girt ist; der Ort des Mittelpunkts dieser Sehne ist daher leicht zu
bestimmen: Wir ziehen durch den Mittelpunkt M des gegebenen
Kegelschnitts C® einen veriinderlichen Strahl ! und den conjugirten
Duchmesser 1; aus dem festen Punkte g fillen wir auf ! ein Perpen-
dikel, dessen Schnittpunkt mit 2 der Mittelpunkt der Sehne ist; bei
der Veriinderung von [ beschreiben nun [ und 4 ein Strahlsystem,
also zwei in sich projectivische Strahlbiischel, das Perpendikel von u
auf [ ebenfalls ein mit jenen projectivisches Strahlbiischel, folglich
ist der Ort des Mittelpunktes der Sehne ein Kegelschnitt, welcher
durch M und g geht, und zwar eine gleichscitige Hyperbel, weil, wenn
! und 1 die Axen des Kegelschnitts C® werden, die beiden unendlich-
entfernten Punkte des gefundenen Kegelschnitts hervorgehen, die in
zwei rechtwinkligen Richtungen liegen. Diese gleichseitige Hyperbel
trifft nun den Kegelschnitt C® in solchen Punkten, fiir welche die
gemeinschaftliche Sehne «'$' den Werth Null hat, also der um g
beschriebene Kreis den Kegelschnitt C® beriihrt; es giebt daher im
Allgemeinen vier solche Kreise, deren Beriihrungspunkte die Fuss-
punkte der aus g an C® gezogenen Normalen sind; diese Beriihrungs-
punkte haben zugleich die Eigenthiimlichkeit, dass ihr Abstand von
dem Kreismittelpunkte p unter den Abstinden aller Punkte P des
Kegelschnitts C® von dem Punkte g ein Maximum oder Minimum ist,
woraus folgt, dass die von diesen besonderen Punkten P in o hervor-

¥ Vergl. §. 37.
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gerufenen Strahlsysteme die Eigenthiimlichkeit besitzen, dass sie ent-
weder dem circularen Strahlsysteme am nichsten kommen oder von
dem. gleichseitig-hyperbolischen Strahlsystem am meisten abweichen,
da (8. 269) der Winkel zwischen den gleichen conjugirten Durchmessern,
oder der Winkel zwischen den Asymptoten oder das Axenverhiltniss

= fiir einen golchen Punkt ein Maximum oder Minimum wird. Hier-

aus folgt, dass es auch in der Kegelschnittschaar vier besondere Kegel-
schnitte giebt, deren Azenverhiltniss ein Maximum oder Minimum ist,
und zwar in jeder Gruppe Ellipsen eine solche, welche unter allen
dem Kreise am nichsten kommt (oder selbst ein Kreis ist), und in
jeder Gruppe Hyperbeln eine solche, welche von der gleichseitigen
am meisten abweicht. Die Aufgabe, diese vier ausgezeichneten Kegel-
schnitte der Schaar zu finden, ist nach dem Vorigen darauf zuriick-
gefiihrt, aus einem gegebenen Punkte an einen gegebenen Kegelschnitt
Normalen zu ziehen, oder die Durchschnittspunkte eines gegebenen
Kegelschnitts mit einer gleichse-l%gen Hyperbel zu ermitteln; das Resultat
der vorigen Untersuchung lisst sich nun folgendermassen zusammenfassen:
Unter den Kegelschwitten einer Schaar von wvier gemeinschaftlichen
Tangenten sind im Allgemeinen immer je vier einander dhnlich, und solche
vier dhmliche Kegelschnitte gehoren paarweise zwei gleichartigen Gruppen
an (8. 275), so dass man also auch sagen kann, die Kegelschnitte jeder
Gruppe, fiir sich betrachtet, seien paarweise dhnlich. In jeder Gruppe
~ gieht es einen einzelnen Kegelschnitt, welcher Teinem andern derselben
Gruppe dhnlich ist, und zwar in jeder der beiden Gruppen Ellipsen ist
dies eine solche, welche unter allen dem Kreise am ndchsten kommt (oder
inshesondere selbst ein Kreis ist), in jeder der beiden Gruppen Hyper-
beln eine solche Hyperbel, welche unter allen von der gleichseitigen am
meisten abweicht, oder tiberhoupt ein solcher Kegelschwitt, fiir welchen
das Axenverhiiltniss ein Mazimum oder Minvmum wird™ ).
~ Wir haben bisher die Untersuchung einer Kegelschnittschaar auf
den Fall von vier reellen gemeinschaftlichen Tangenten beschriinkt;
die den Betrachtungen in §§. 41 und 42 analogen fithren aber auch
zu Kegelschnittschaaren mit zwei reellen und zwei imaginiiren oder
mit vier imaginiren gemeinschaftlichen Tangenten. Fiir diese beiden
Fiille treten mitunter Modificationen der gefundenen Eigenschaften der
Kegelschnittschaar ein, welche sich aus der Uebertragung der in
§§. 41 und 42 angestellten Betrachtungen ermitteln lassen; es giebt
aber fiir die nihere Untersuchung dieser beiden Kegelschnittschaaren

#) Steiner, Vermischte Sitze und Aufgaben, Crelle- Borchardt’s Journal,
Bd. LV. 8. 374.
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noch ein einfacheres Mittel, nimlich die Polarisation eines Kreis-
biischels mit einer reellen oder ideellen gemeinschaftlichen Secante
(Potenzlinie); dadurch, dass man in Bezug auf irgend einen Kegel-
schnitt (oder Kreis) als Basis diese beiden Gebilde polarisirt, erhilt
man einmal eine Kegelschnittschaar mit zwei reellen und zwei ima-
giniren gemeinschaftlichen Tangenten und das andere Mal eine Kegel-
schnittschaar mit vier imaginiiren gemeinschaftlichen Tangenten. Wir
unterlassen die Ausfithrung dieser Untersuchung, welche sich zu geo-
metrischen Uebungen sehr empfiehlt. Die Erginzung der vorigen
Betrachtungen fiir den Fall imaginiirer gemeinschaftlicher Tangenten-
paare der Kegelschnittschaar kann erst spiter (§. 50) gegeben werden,
nachdem die Polareigenschaften einer Schaar ermittelt sind.

§. 47. Polar-Eigenschaften des Kegelschnittbiischels.

Das oben (8. 276) gefundene Resultat, dass die Mittelpunkte eimer
Kegelschnittschaar auf einer Geraden liegen, sowie das schon frither
(8. 233) hervorgetretene Ergebniss, dass die Mittelpunkte eines Biischels
gleichseitiger Hyperbeln auf einem Kreise liegen, fithrt darauf hin,
sowohl fiir das allgemeine Kegelschnittbiischel den Ort der Mittel-
punkte aufzusuchen, als auch in erweiterter Fassung, da der Mittel-
punkt dew Pol der unendlich-entfernten Geraden, also nur ein beson-
derer Fall des Poles irgend einer Geraden in der Ebene ist, die vier
Fragen zu beantworten: Was ist der Ort des Poles einer festen Ge-
raden in Bezug auf simmitliche Kegelschwitte eines Biischels und einer
Schaar?  Was ist der- Ort der Polaven eines festen Punktes in Bezug
auf simmitliche Kegelschwitle einer Schaar und eines Biischels? wovon die
beiden letzteren die polaren Fragen der beiden ersteren sind, also in
bekannter Weise von jenen abhingen.

Indem wir zuvorderst von einem Kegelschnittbiischel mit vier
reellen Grundpunkten A BCD ausgehen, wollen wir den Ort der Po-
laren eines festen Punktes P in Bezug auf simmtliche Kegelschnitte
des Biischels ermitteln. Ist zyz das Diagonaldreieck des vollstindigen
Vierecks 4 BCD (Fig. 72), so erhalten wir (Seite 225) leicht einen
Kegelschnitt des Biischels, indem wir einen beliebigen Punkt @ der
Diagonale yz mit A verbinden und diese Gerade als Tangente des
Kegelschnitts ansehen; @B ist dann die Tangente in B, und ver-
binden wir den Schnittpunkt der Geraden a4 und der Diagonale zz
mit C, den Schnittpunkt der Geraden aB und der Diagonale zz mit
D, so treffen sich diese beiden Geraden, welche die Tangenten in C
und D am Kegelschnitte sind, auf der Diagonale yz in einem Punkte
o; o und « liegen harmonisch zu y2z u. s. w.
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Um nun zu irgend einem Punkte P in der Ebene die Polare zu
erhalten in Bezug auf den bestimmten Kegelschnitt des Biischels,
dessen Tangente in A Aa ist, ziehe ich die Gerade a P, welche in s die
Berithrungssehne A B trifft, und bestimme von s den vierten harmoni-
schen Punkt ¢ zu 4 und B; dann wird, weil a der Pol von AB ist,
¢ der Pol von a P sein; zweitens ziehe ich die Gerade Pe, welche in r die
Fig. 72.

™

D e mmem—
‘
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=

Sehne C'D trifft, und bestimme zu » den vierten harmonischen Punkt
¢ auf OD; dann wird ¢ der Pol von Pa sein, folglich go die Polare
von P. Halten wir diese Construction fest und veriindern den Kegel-
schnitt des Biischels, indem wir den Punkt « auf der Diagonale yz
fortriicken, so beschreiben ae ein Punktsystem, dessen Asymptoten-
punkte 5z sind, weil ae bestéindig zu y und z harmonisch liegen;
ebenso beschreiben s¢ ein Punktsystem, dessen Asymptotenpunkte 4
und B sind, und auch rg ein solches, dessen Asymptotenpunkte C
und D sind. Jedes Punktsystem ist aber in sich projectivisch, d. h.
die conjugirten Punkte eines Punktsystems bilden zwei projectivische
Punktreihen (S. 52); also beschreiben @ und & zwei projectivische
Punktreihen, s und ¢ zwei solche und » und ¢ ebenfalls; nun liegen
die Punktreihen s und @ perspectivisch in Bezug auf den Projections-
punkt P, ebenso r und «; folglich da ¢ mit s, s mit a, @ mit e, «
mit 7, » mit @ projectivisch sind, so ist auch ¢ mit ¢ projectivisch;
diese beiden von ¢ und ¢ beschriebenen projectivischen Punktreihen
liegen, wie leicht zu erkennen ist, perspectivisch, weil in den Schnitt-
punkt der Triiger AB und CD, d. h. in den Punkt # zwei entsprechende
Punkte hineinfallen (wenn @ niéimlich in 4B hineinfillt, also & in CD
u. s. w.), folglich l#uft die Verbindungslinie g6 durch einen festen
Punkt. Die Polaren des Punktes P in Bezug auf simmtliche Kegel-
schnitte des Biischels laufen daher durch einen festen Punkt ¢ und
bilden ein Strahlbiischel, welches projectivisch ist mit der von dem
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Punkte @ beschriebenen Punktreihe, d. h. mit dem von den Tangenten
der Kegelschnitte des Biischels in einem der vier Grundpunkte ge-
bildeten Strahlbiischel. Der Punkt ¢ kann jetzt leicht gefunden
werden, indem wir P mit den Diagonalpunkten 2yz verbinden und
zu jedem dieser Strahlen und dem in dem Diagonalpunkte sich kreu-
zenden Linienpaar den vierten harmonischen Strahl construiren; diese
drei Strahlen miissen sich in dem gesuchten Punkte @ treffen; die
Punkte P und @ heissen ,conjugirte Punkte in Bezug auf das Kegel-
schnittbiischel“, denn aus der Polartheorie (S. 144) geht hervor, dass
auch die Polaren von ¢ in Bezug auf simmtliche Kegelschnitte des
Biischels durch P gehen, oder dass P und ¢ ein Paar conjugirter
Punkte sind in Bezug auf alle Kegelschnitte des Biischels. Denken
wir uns den bestimmten Kegelschnitt des Biischels construirt, welcher
durch P geht, so muss auch die Polare von P in Bezug auf ihn,
d. h. seine Tangente in P, durch ¢ gehen, und ebenso muss fiir den
durch @ gehenden Kegelschnitt des Biischels die Tangente in @ durch
P gehen; die Verbindungslinie P @ wird also von zwei Kegelschnitten
‘des Biischels und zwar in den Punkten P und @ beriihrt oder: auf
der Verbindungslinie P’Q sind P und ¢ die Asymptotenpunkte des-
jenigen Punktsystems, welches von dem Kegelschnitthiischel aus-
geschnitten wird (S. 234). Das gefundene Resultat ldsst sich in
folgenden Satz zusammenfassen:

Die Folaren eines festen Punlttes P in Bezug auf simmitliche Kegel-
schnitte eines Biischels won wvier festen Grundpunkten ABCD laufen
durch einen und denselben festen Punkt @, so dass P und @ ein Paar
conjugirter Punkte sind in Bezug auf alle Kegelschnilte des Biischels
. und auch die Polaren von @ simmitlich durch P laufen. Fiir irgend
zwei Punkte P und P! in der Ebene bilden die Polaren zwer Strahl-
biischel (@) und (Q), welche allemal projectivisch sind, indem je zwei
Polaren in Bezug auf denselben Kegelschnitt des Biischels entsprechende
Strahlen werden. Das Strahlbiischel (@) ist insbesondere auch pro-
jectivisch mit dem von den Tangenten der Kegelschnitte des Biischels
in einem der vier Grundpunkte gebildeten und also auch (8.235), wenn
wir auf die Entstehung des Kegelschnittbiischels aus dem Strahl-
Dbiischel zuriickgehen, mit demjenigen Strahlbiischel (P) (8. 226), aus
welchem das Kegelschnittbiischel entspringt.

Hieraus folgt weiter, wenn wir zwei Punkte P und P festhalten
und die Polaren in Bezug auf einen Kegelschnitt des Biischels con-
struiren, deren Schnittpunkt der Pol der Verbindungslinie PP! sein
muss, dass der Ort des Poles einer festen Geraden (PP') in Bezug
auf alle Kegelschnitte des Biischels der Ort des Schnittpunktes ent-
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sprechender Strahlen der beiden projecfivischen Strahlbiischel (@) und
(@Y, also im Allgemeinen ein Kegelschnitt sein wird. Dieser Kegel-
schnitt ist zugleich der Ort derjenigen Punkte, welche in Bezug auf
das Kegelschnittbiischel den simmtlichen Punkten der festen Geraden
(PP") conjugirt sind; denn der conjugirte Punkt zu dem Schnittpunkte
zweier entsprechender Strahlen der Strahlbiischel (@) und (Q') muss
auf der festen Geraden (PP') liegen. Hieraus folgen sofort sechs
Punkte unseres Kegelschnitts, nimlich diejenicen, welche den Schnitt-
punkten der festen Geraden mit den sechs Seiten des vollstindigen
Vierecks harmonisch zugeordnet sind in Bezug auf jedes Paar Ecken.
Andererseits ist ersichtlich, dass die drei Diagonalpunkte zyz eben-
falls Punkte des gefundenen Kegelschnitts sein miissen, weil sie die
Pole der festen Geraden in Bezug auf die drei Linienpaare des Kegel-
schnitthiischels sind, und endlich kénnen wir noch zwei Punkte dieses
Kegelschnitts angeben (welche aber imaginiir werden konnen), nim-
lich die Asymptotenpunkte desjenigen Punktsystems, welches das
Kegelschnittbiischel auf der festen Geraden ausschneidet, denn diese
Punkte sind, wie wir vorhin gesehen haben, selbst ein Paar con-
jugirter Punkte in Bezug auf das Kegelschnittbiischel: wir haben daher
folgendes Ergebniss: Die Pole einer festen Geraden ©& in Besug auf
sammiliche Kegelschmitte eines Biischels von wvier festen Grumdpunkten
liegen im Allgemeinen auf einem Kegelschnitt R, welcher dem Diagonal-
dreieck xyz des von den vier Grundpunkten gebildeten vollstimdigen Vier-
ecks umschrieben ist wnd ausserdem diejenigen sechs Punkte enthdlt, welche
den Schnittpunkten der Geraden & mit den sechs Seiten des vollstindigen
Vierecks harmonisch zugeordnet sind in Bezug auf jedes Eckenpaar; durch
diese neun Punkte ist der Kegelschnitt & schon mehr als bestimmt, .
woraus also ein elementarer Satz folgt. Der Kegelschnitt 9 ist zu-
gleich der Ort simmitlicher Punkte @, welche den Punkien P der Geraden
& in Beaug auf das Kegelschnittbiischel conjugirt sind.

Die Gerade ® wird von den Kegelschnitten des Biischels in
Paaren conjugirter Punkte eines Punktsystems geschnitten (S. 234);
dieses Punktsystem auf der Geraden & hat zu dem Polarkegelschnitt
K@ eine eigenthiimliche Beziehung. Trifft nimlich irgend ein Kegel-
schnitt des Biischels die Gerade @ in dem Punktpaare P und p, so.
wird die Tangente des Kegelschnitts in P durch den conjugirten Punkt
@ in Bezug auf das Kegelschnittbiischel gehen miissen und ebenso die Tan-
gente in p durch den conjugirten Punkt ¢, und ausserdem schneiden sich die
beiden Tangenten in einem Punkte s, dem Pol von & in Bezug auf den an-
genommenen Kegelschnitt des Biischels; es leuchtet ein, dass der Kegel-
schnitt 82 durch die drei Punkte Q¢ und s gehen muss, weil er einmal die
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conjugirten Punkte aller Punkte von ® in Bezug auf das Kegelschnitthiischel
und andererseits die Pole der Geraden & in Bezug auf alle Kegelschnitte des
Biischels enthiilt. Da nun P und @ ein Paar conjugirter Punkte in
Bezug auf alle Kegelschnitte des Biischels sind und ebenfalls p und
q, so miissen nach einem oben (8. 153) bewiesenen Satze auch die Schnitt-
punkte (Pp, Qg) und (Pg, @p) ein Paar conjugirter Punkte fiir alle
Kegelschnitte des Biischels sein; der erste Punkt (Pp, @g) liegt aber
auf der Geraden &, folglich muss der andere, sein conjugirter in Be-
zug auf das Kegelschnittbiischel, auf dem Kegelschnitte & liegen; mit-
hin schneiden sich Pg und ¢p in einem Punkte » des Kegelschnitts
K@, Wir haben jetzt vier Punkte Qgsr auf dem Kegelschnitt 8®); die
Schnittpunkte zweier Seitenpaare dieses Vierecks sind die Punkte P
und p, folglich sind Pund p ein Paar conjugirter Punkte in Bezug auf den
Kegelschnitt ), und dasselbe gilt fiir jedes Schnittpunktpaar eines Kegel-
schnitts des Biischels mit der Geraden ®; wir haben also folgenden Satz:

Die Kegelschnitte eines Biischels treffen eine Gerade © in Punki-
paaren, welche allemal conjugirte Punkte sind in Bezug auf denjenigen
Kegelschnitt &2, welcher die Pole von & in Bezug auf alle Kegelschnitte
des Biischels enthiilt; diese Schwittpunktpaare bilden also auf & dasjenige
Punktsystem, welches dem Kegelschnitt 82 zugehirt (8. 140); st es hyper-
bolisch, so geht nothwendig K2 durch die beiden Asymptotenpunkte des-
selben. (Hierdurch ist zugleich ein neuer Beweis fiir die charakteristi-
sche Eigenschaft des Kegelschnittbiischels gegeben.)

Durch das Kegelschnittbiischel wird ein eigenthiimliches paar-
weises Entsprechen von Punkten in der Ebene vermittelt: Jedem
Punkt P in der Ebene des Kegelschnittbiischels entspricht ein be-
stimmter conjugirter Punkt ¢, welcher wiederum die Eigenschaft hat,
dass sein conjugirter Punkt P ist; bewegt sich P auf einer Geraden
®, so durchliuft der conjugirte Punkt @ einen Kegelschnitt &2, welcher
durch das gemeinschaftliche Tripel wyz des Kegelschnittbiischels hin-
durchgeht; dreht sich & um einen festen Punkt P, so beschreibt der
Kegelschnitt * ein Kegelschnittbiischel von vier festen Punkten zyz
und @, dem conjugirten zu dem festen Punkte P der Geraden (.
Allen Geraden @ in der Ebene entsprechen simmtliche Kegelschnitte
eines Biischel-Biischels (von doppelter Unendlichkeit), welche durch
die drei Punkte zyz gehen. Es kommt im Allgemeinen in der Ebene
nur viermal vor, dass zwei conjugirte Punkte P und ¢ zusammen-
fallen, und dies geschieht in den vier Grundpunkten des Kegelschnitt-
biischels. Nimmt insbesondere P die Lage eines der drei Diagonal-
punkte z B. z ein, so wird sein conjugirter Punkt @ unbestimmt,
indem er jeder Punkt der Verbindungslinie der beiden iibrigen Dia-
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gonalpunkte y# sein kann. Jeder Geraden ® in der Ebene entspricht
im Allgemeinen ein bestimmter Kegelschnitt 8 ; dieser zerfillt in ein
Linienpaar, sobald @ durch einen der drei Diagonalpunkte z. B. durch
x geht, und von diesem Linienpaar ist allemal der eine Theil die
Verbindungslinie der beiden iibrigen Diagonalpunkte yz, der andere
Theil der vierte harmonische, der & zugeordnete Strahl durch z, in-
dem das durch x gehende Seitenpaar das andere Paar harmonisch-zu-
geordneter Strahlen ist*).

Die im Obigen entwickelten allgemeinen Polar-Eigenschaften des
Kegelschnittbiischels sind nur bewiesen fiir den Fall eines Biischels
mit vier reellen Grundpunkten; dass sie auch bestehen bleiben, wenn
zwei oder alle vier Grundpunkte imaginéir werden, kinnen wir nach-
weisen, indem wir zu der in § 42 angegebenen Entstehungsart des
Kegelschnittbiischels zurtickgehen; wir sahen dort, dass, wenn zwei
Punktsysteme (b, §) und (¢, ) auf den Triigern B und € willkiirlich
gegeben sind, unendlich-viele Kegelschnitte sich auf reelle Weise con-
struiren lassen, fiir welche die gegebenen beiden Punktsysteme die
den Geraden B und € in Bezug auf jeden solchen Kegelschnitt zu-
gehorigen sind, und dass diese simmtlichen Kegelschnitte ein Biischel
bilden, welches durch dieselben vier reellen Punkte geht, wenn die
beiden gegebenen Punktsysteme hyperbolisch sind, nimlich durch die
Asymptotenpunkte derselben, dagegen durch zwei reelle und zwei ima-
giniire gemeinschaftliche Punkte, wenn nur eines der beiden gegebe-
nen Punktsysteme hyperbolisch, das andere elliptisch ist, oder endlich
durch vier imaginire gemeinschaftliche Punkte, wenn die beiden ge-
gebenen Punktsysteme elliptisch sind; dieselbe in §. 42 auseinander-
gesetzte Construction liefert alle drei Arten von Kegelschnittbiischeln
und liisst auch ebenso unmniittelbar die vorhin bewiesenen Polareigen-
schaften derselben erkennen. Durch einen beliebigen Punkt P in der
Ebene giebt es nimlich im Allgemeinen ein und nur ein einziges
Strahlenpaar, welches gleichzeitig sowohl durch ein Paar conjugirter
Punkte (b, B) des ersten Punktsystems, als auch durch ein Paar con-
jugirter Punkte (¢, ) des andern Punktsystems hindurchgeht; denn
denken wir uns in P zwei auf einander liegende Strahlsysteme, welche
beziehlich mit den beiden gegebenen Punktsystemen perspectivisch
liegen, so haben diese beiden concentrischen Strahlsysteme ein gemein-

*) Eine derartige Verwandtschaft zwischen Punkten der Ebene heisst ,, Steiner’sche
Verwandtschaft«; sie leistet niitzliche Dienste bei der Untersuchung mancher Curven
hoherer Ordnung; vgl. Durége, Curven dritter Ordnung, Leipzig 1871, und: Ueber
die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten von H.
Durége, Sitzb. d. Wien. Acad. d. W. II, Abth, Oct. 1875,
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sames Paar conjugirter Strahlen (8. 158), und zwar ist dies Paar immer
reell vorhanden, sobald beide oder nur eines dér beiden Strahlsysteme
elliptisch sind; nur in dem Falle, dass beide hyperbolisch sind, braucht
das gemeinschaftliche Paar nicht reell zu sein; dies ist aber gerade
der Fall von vier reellen Grundpunkten des Biischels, wenn (b, f)
und (¢, p) beide hyperbolisch sind, und in dem Obigen erledigt,
withrend die beiden iibrigen Fille, wenn eines hyperbolisch und das
andere elliptisch oder beide elliptisch sind, die Kegelschnittbiischel mit
zwei reellen und zwei imaginfiren oder mit vier imaginiren Grund-
punktep liefern. Hier giebt es also immer durch P ein Strahlenpaar,
welches durch zwei conjugirte Punkte b, g und zugleich durch zwei
conjugirte Punkte ¢, p geht; mogen die beiden Strahlen be und
By sich in P schneiden, so haben wir ein Paar conjugirter Punkte
b, B in Bezug auf alle Kegelschnitte des Biischels und ein zweites
Paar ¢, p ebenfalls conjugirter Punkte fiir alle Kegelschnitte des
Biischels; folglich sind die Schnittpunkte (be, fp) = P und (by, ¢f)
= ¢ auch ein Paar conjugirter Punkte fiir alle Kegelschnitte des
Biischels (8. 153), oder die Polaren von P in Bezug auf simmtliche
Kegelschnitte des Biischels laufen durch denselben festen Punkt @
w. z. b. w. i
*  Das Weitere ergiebt sich jetzt leicht in folgender Weise: Lassen
wir einen Punkt P auf einer Geraden & sich bewegen, so wird der
conjugirte Punkt @ in Bezug auf das Biischel schon dadurch bestimmt,
dass wir von P die Polaren in Bezug auf zwei bestimmte Kegelschnitte
des Biischels A® und B@ ermitteln und jhren Schnittpunkt @ auf-
suchen. Die Polaren von simmtlichen Punkten P der Geraden & in
Bezug auf den Kegelschnitt %@ laufen aber durch einen Punkt und
bilden ein Strahlbiischel, welches projectivisch ist mit der von P be-
schriebenen Punktreihe (8. 145); dasselbe gilt von den Polaren des
veriinderlichen Punktes P in Bezug auf B®), folglich sind auch die
beiden von den Polaren beschriebenen Strahlbiischel unter sich pro-
jectivisch, mithin der Ort des Punktes @ im Allgemeinen ein Kegel-
- schnitt; bewegt sich also der Punkt P auf einer Geraden &, so durch-
liuft sein conjugirter Punkt ¢ in Bezug auf das Kegelschnittbiischel
einen bestimmten Kegelschnitt 8, welcher zugleich die Pole der Ge-
raden & in Bezug auf die Kegelschnitte 2® und B® als Mittel-
punkte der ihn erzeugenden Strahlbiischel enthiilt; da aber die beiden
Kegelschnitte €® und B® ganz willkiirlich aus dem Kegelschnitt-
biischel herausgenommen sind, und fiir jede zwei anderen derselbe
Kegelschnitt §® als Ort der conjugirten Punkte @ resultiren muss, so
enthilt der Kegelschnitt §® gleichzeitig die Pole der Geraden @& in
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Bezug auf simmtliche Kegelschnitte des Biischels. Hieraus folgt um-
gekehrt, dass, wenn wir zu zwei beliebigen Punkten in der Ebene P
und P! die Polaren in Bezug auf alle Kegelschnitte des Biischels con-
struiren, dieselben zwei Strahlbiischel (¢) und (©') bilden, welche
allemal projectivisch sind, indem entsprechende Strahlen die Polaren
von P und P'.in Bezug auf denselben Kegelschnitt des Biischels sind,
denn jene beiden Strahlbiischel erzeugen einen Kegelschnitt §®. Ver-
dndern wir P! beliebig in der Fbene, so bleibt das Strahlbiischel (@)
seiner Polaren bestiindig projectivisch mit dem Strahlbiischel (¢) oder
irgend einem andern Polaren-Strahlbiischel. Der Beweis der tibrigen
Polareigenschaften bleibt unveridndert bestehen, ob die Grundpunkte
des Biischels reell oder imaginir sind.

§. 48. Ueber den Mittelpunktskegelschnitt eines Biischels.

Wir wollen jetzt einige besondere Fille der gewonnenen allge-
meinen Resultate hervorheben; wird nimlich zuvirderst die Gerade
® in die Unendlichkeit verlegt (&,), so enthiilt der ihr entsprechende "
Kegelschnitt &® die Mittelpunkte simmtlicher Kegelschnitte des Biischels;
wir nennen ihn daher den Mittelpunktskegelschnitt 9 ®; das der Ge-
raden & _ in Bezug auf diesen Kegelschnitt IM® zugehorige Punks-
system ist dasjenige, welches von den Richtungen des Systems der
conjugirten Durchmesser des Mittelpunktskegelschnitts M fixirt wird,
und dieses muss nach dem oben bewiesenen Satze identisch sein mit
demjenigen Punktsystem, welches die Kegelschnitte des Biischels auf
& _ ausschneiden; also die Asymptoten jeder Hyperbel in dem Biischel
sind einem Paare conjugirter Durchmesser des Mittelpunktskegelschnitts
IM® parallel. Hieraus folgt weiter, wenn wir annehmen, I sei
Hyperbel, (mithin seine Asymptoten s und ¢ mit jedem Paare con-
jugirter Durchmesser z, £ harmonisch gelegen), da x£ den Asymptoten
eines hestimmten Kegelschnitts des Biischels parallel sind, dass auch
st einem bestimmten Paare conjugirter Durchmesser dieses Kegel-
schnitts parallel laufen; also:

Die Asymptolen des Mittelpunkiskegelschnitts IM® haben die Rich-
tungen eines Paares conjugirter Durclimesser fiir jeden Kegelschnitt des
Biischels. - Wir haben nun friiher das von einem Kegelschnittbiischel
auf @&  ausgeschnittene Punktsystem in allen drei Fillen (S. 266) des
Kegelschnittbiischels ermittelt und die Kriterien gefunden, unter
welchen dasselbe elliptisch oder hyperbolisch ist; da das Strahlsystem
der conjugirten Durchmesser fiir den Mittelpunktskegelschnitt M@ mit
jenem Punktsystem auf &, perspectivisch liegt, nach dem oben
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bewiesenen allgemeinen Satze, so konnen wir mit Beriicksichtigung
der angefithrten Kriterien folgende Beziehungen fiir den Kegelschnitt
IRE angeben:

Die Mittelpunite siimmitlicher Kegelschnitte eines Biischels liegen auf
“einem Kegelschnitt IMP; dieser ist:

1) wenn das Biischel vier reelle Grundpunkte hat, eine Ellipse,
sobald diese vier Punkte so liegen, dass einer sich innerhalb des von
‘den drei andern gebildeten Dreiecks befindet; dagegen eine Hyperbel,
sobald sie derart liegen, dass jeder ausserhalb des von den drei
andern gebildeten Dreiecks liegt; endlich eine Parabel, sobald einer
der vier Punkte im Unendlichen liegt. Im ersten Falle besteht das
Biischel aus lauter Hyperbeln; im zweiten Falle aus einer Gruppe
Ellipsen' und einer Gruppe Hyperbeln, welche durch zwei Parabeln
von einander getrennt werden; die Asymptoten der Mittelpunkts-
hyperbel M@ haben die Richtungen der Axen dieser beiden Parabeln,
oder die beiden unendlich-entfernten Punkte von i sind die Mittel-
punkte der beiden Parabeln; da sie die beiden Zweige der Hyperbel
trennen, so enthilt der eine Zweig der Hyperbel IM® die Mittel-
punkte aller Ellipsen und der andere die Mittelpunkte aller Hyperbeln
des Biischels, Im dritten Falle besteht das Biischel auch aus lauter
Hyperbeln und einer einzigen Parabel. Der Kegelschnitt i geht
durch die Mitten der sechs Seiten des vollstindigen Vierecks, welches
von den Grundpunkten des Biischels gebildet wird, und durch die drei
Diagonalpunkte desselben, das gemeinschaftliche Polardreieck fiir alle
Kegelschnitte des Biischels. Jedes Paar conjugirter Durchmesser des
Kegelschnitts I® ist parallel einem Asymptotenpaar eines Kegel-
schnittes des Biischels, und die Axen des Kegelschnitts IM® sind
parallel den Asymptoten der einzigen glelchseltlgen Hyperbel, welche
in dem Kegelschnittbiischel vorkommt.

Ausser den meun Pumkten, durch welche der Mittelpunktskegel-
schnitt 9@ schon mehr als bestimmt ist, kénnen wir noch andere
Elemente zu seiner Construction angeben; es lisst sich niimlich leicht
der Mittelpunkt von IM® bestimmen. Gehen wir von der allgemein-
sten Erzeugung des Kegelschnittbiischels aus (§. 42), und seien ent-
sprechend der fritheren Bezeichnung B und € die Triger zweier
Punktsysteme, die fiir simmtliche Kegelschnitte des Biischels die zu-
gehorigen sind; sei der unendlich-entfernte Punkt anf $B: b, und auf
€: ¢,, und die ihnen conjugirten, d. h. die Mittelpunkte beider Punkt-
systeme auf B und €, mdgen m;, und m, heissen, dann sind m, und
b, ein Paar conjugirter Punkte fiir das ganze Biischel, ebenso m, und
¢,, folglich (Seite 153) auch die Schnittpunkte (mm., b,c,) und

Steiner, Vorlesungen II. 2, Aufl 20
]
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(mse,, meb,), also: wenn wir durch #2, und m, Parallelen zu € und
B ziehen, die sich in s treffen mogen, so ist s der conjugirte Punkt
zu dem unendlich-entfernten auf der Verbindungslinie uz,m.; folglich
muss s auf dem Mittelpunktskegelschnitt IM® liegen, denn s ist der
conjugirte zu einem unendlich-entfernten Punkte in Bezug auf das
- Biischel. Mithin bilden der Schnittpunkt o der Triiger B, €, die
Punkte m, und m, und der Punkt s ein dem Kegelschnitt I® einbe-
schriebenes Parallelogramm, dessen Mittelpunkt zugleich der Mittel-
punkt von IM® sein muss; hieraus folgt, dass die Mitte w zwischen
den beiden Punkten m, und m, der Mittelpunkt des Kegelschnitts 3¢
ist; dieser lisst sich immer reell construiren, ob die Grundpunkte des
Biischels reell vorhanden sind oder nicht. Hat das Kegelschnitthiischel
vier reelle Grundpunkte, so folgt hieraus zugleich der bekannte elemen-
tare Satz: Wenn man in einem vollstindigen Viereck die Mitten jedes
der drei Paare Gegenseiten mit einander verbindet, so schneiden sich diese
drei Linien in einem Punkle und halbiren sich in demselben; dies ist der
Dittelpunkt desjenigen Kegelschnitts, welcher die Mittelpunkte sammitlicher
dem wvotistindigen Viereck umschricbenen Kegelschnitte enthiilt und sowohl
durch die Mitten der sechs Seiten, als auch durch die drei Diagonalpunkte
des wollstindigen Vierecks hindurchgelit.

2) Wenn das Biischel zwei reelle Grundpunkte hat und zwei ima-
giniire, welche auf der zweiten (ideellen) gemeinschaftlichen Secante
liegen, so ist der Kegelschnitt Mt Ellipse, sobald die ideelle gemein-
schaftliche Secante zwischen den beiden reellen Grundpunkten hin-
durchgeht, dagegen Hyperbel, sobald dieselbe die heiden reellen Grund-
punkte nicht trennt, endlich Parabel, wenn einer der beiden reellen
Grundpunkte im Unendlichen liegt; im ersten Falle besteht wiederum
das Biischel aus lauter Hyperbeln, im zweiten Falle aus einer Gruppe
Ellipsen, einer Gruppe Hyperbeln und zwei Parabeln, im dritten Falle
aus lauter Hyperbeln und einer einzigen Parabel. Denken wir uns
dies Kegelschnittbiischel nach §. 42 durch die beiden Punktsysteme
auf dem einzig reellen Linienpaar (B, €), welche allen Kegelschnitten
gleichzeitig zugehoren, erzeugt, so geht der Kegelschnitt IM®@ durch
den Schnittpunkt dieses Linienpaares (den einzig reellen Punkt des
gemeinschaftlichen Tripels) und durch die Mittelpunkte der beiden
Punktsysteme auf B und €; durch diese drei Punkte ist er aber noth
nicht vollig bestimmt; nehmen wir die Gerade U, die einzig reelle
Seite des gemeinschaftlichen Tripels, und das Punktsystem (a, «)
auf ihr, welches von den Kegelschnitten des Biischels ausgeschnitten
wird und in diesem Falle nothwendig elliptisch ist, so ist der Kegel-
schnitt M@ vollstiindig bestimmt durch die drei genannten Punkte
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und dadurch, dass das bekannte Punktsystem (e, «) das ihm zuge-
horige sein. soll. (Siehe Seite 150).

3) Wenn das Kegelschnittbiischel vier imaginire Grundpunkte
hat, so ist der Mittelpunktskegelschnitt IM® allemal Hyperbel und
vollig bestimmt durch den Schnittpunkt des einzig reellen Linien-
paares (B, €), durch die Mittelpunkte der beiden (elliptischen) Punkt-
systeme auf diesen Triigern, welche gleichzeitig allen Kegelschnitten
des Biischels zugehoren, und durch die beiden iibrigen reellen Tripel-
punkte des gemeinschaftlichen Tripels, niimlich die Asymptotenpunkte
des auf der Polare (%) des Schnittpunktes (B, €) befindlichen hyper-
bolischen Punktsystems, welches auf dieser Geraden von den Kegel-
schnitten des Biischels ausgeschnitten wird. Das Kegelschnittbiischel
besteht also in diesem Falle immer aus einer Gruppe Ellipsen, einer
Gruppe Hyperbeln und zwei Parabeln; die Mittelpunkte der letzteren
sind die unendlich-entfernten Punkte der Hyperbel 9M® und trennen
die beiden Zweige derselben, deren einer die Mittelpunkte der Ellipsen-
gruppe, der andere die der Hyperbelgruppe enthiilt; das Biischel ent-
hilt nur ein reelles Linienpaar und zwei imaginire Linienpaare (Null-
kegelschnitte), deren jedes sich auf einen Punkt zusammenzieht; dies
sind die beiden Asymptotenpunkte des hyperbolischen Punktsystems
auf U oder zwei Tripelpunkte des ganz reellen gemeinschaftlichen
Tripels.

Der Mittelpunktskegelschnitt IM® kann in den Fillen 1) und 2)
‘insbesondere ein Kveis werden; alsdann besteht das Kegelschnitthiischel
aus lauter gleichseitigen Hyperbeln (8. 233); in dem Falle 1), wo die
vier Grundpunkte des Biischels reell sind, also drei Linienpaare in dem
Biischel existiren, deren jedes ein Paar rechtwinkliger Geraden sein
muss, folgt die schon oben gefundene Bedingung: die vier Grundpunkte
miissen so liegen, dass einer (jeder) der Hohenpunkt des von den drei
andern gebildeten Dreiecks ist. Diese Bedingung lisst sich aber etwas
anders fassen, so dass sie auch in dem Falle 2) von nur zwei reellen
‘Grundpunkten bestehen bleibt; seien nimlich 4 BCD die vier Grund-
punkte und z der Schnittpunkt (4B, CD) zwischen 4 und B ge-
legen, was nothwendig wenigstens einmal unter den drei Linienpaaren
vorkommen muss, sobald IN@ Ellipse ist, dann komamt die vorige Be-
dingung darauf hinaus, dass CD auf AB senkrecht stehe und

24 .z2B 4+ 2C.2D =0 sei (8. 232).

Anstatt der Punkte € und D, welche die Asymptotenpunkte des
allen Kegelschnitten des Biischels gemeinschaftlich zugehorigen Punkt-

systems auf CD sind, kinnen wir zwei andere Punkte einfiihren, die
20%
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Mitte zwischen CD, d. h. den Mittelpunkt dieses gemeinschaftlichen
Punktsystems, und den dem Punkte 2 conjugirten Punkt £ desselben,

d. h. den vierten harmonischen zu z, U, D, der dem z zugeordnet ist;
denn nach Seite 13. V. haben wir:

«C.xD=zm.zE, also auch
zAd . 2B+ am.zE=0,

d. h. die vier Punkte A Bm§ miissen so liegen, dass jeder der Hohen-
punkt des von den drei andern gebildeten Dreiecks ist. Soll nun in
dem Falle 2) das Kegelschnittbiischel mit zwei reellen und zwei imagi-
niiren Grundpunkten ein Biischel gleichseitiger Hyperbeln werden (oder
M® ein Kreis), und denken wir uns dasselbe durch die beiden den
Kegelschnitten zugehorigen Punktsysteme auf dem einzig reellen Linien-
paar erzeugt (§. 42), so ist zuniichst erforderlich, dass die ideelle gemein-
schaftliche Secante zwischen den beiden reellen Grundpunkten A B
hindurchgehe und dieselbe in 2 rechtwinklig schneide; ist £ der con-
jugirte Punkt zu 2 in dem auf dieser ideellen Secante gegebenen
(elliptischen) Punktsystem, welches allen Kegelschnitten des Biischels
gleichzeitig zugehirt, und m der Mittelpunkt desselben, so muss:

zd.z2B -+ a2m.xk =0

sein, oder die vier Punkte 4ABmE miissen so liegen, dass jeder der
Hohenpunkt des von den drei andern gebildeten Dreiecks ist; natiirlich
wird, wihrend im Falle 1) m ausserhalb z § lag, im Falle 2) m zwischen
x& liegen. Dass in der That zwei so gelegte Punktsysteme ein Biischel
gleichseitiger Hyperbeln erzeugen, lisst sich auch a posteriori leicht
nachweisen, indem wir zeigen, dass ein Kegelschnitt, welcher durch
die Mittelpunkte der beiden Punktsysteme, den Schnittpunkt z ihrer
Triger geht und das (elliptische) Punktsyétem auf der gemeinschaft-
lichen Polare von # zu dem ihm zugehorigen hat, ein Kreis sein muss.

Es bleibt noch der Fall zu erortern iibrig, wenn der Mittelpunkts-
kegelschnitt IM® in ein Linienpaar zerfillt. Sind die vier Grund-
punkte des Biischels reell, so sind auch die sechs Mitten der Seiten
dieses vollstiindigen Vierecks reell; der Kegelschnitt IMM® enthiilt aber
dieselben, und damit er in ein Linienpaar zerfalle, miissen wenigstens
drei jener Mitten.auf einer Geraden liegen; dies ist nur auf zwei Arten
moglich: entweder haben drei in einer Ecke zusammenstossende Seiten
ihre Mitten in einer Geraden, dann miissen die drei iibrigen Ecken
des Vierecks selbst auf einer Geraden liegen, also alle Kegelschnitte des
Biischels zerfallen in Linienpaare, und das Kegelschnittbiischel 16st sich
in eine feste Gerade und ein gewdhnliches Strahlbiischel auf; dieser Fall
kann uns weiter nicht interessiren, weil wir es dann nicht mit einem
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Kegelschnittbiischel im eigentlichen Sinme des Wortes zu thun haben;
oder zweitens: drei nicht zusammenstossende Seiten des vollstéindigen
Vierecks haben ihre Mitten auf einer Geraden; bilden diese ein Dreieck,
so haben wir wieder den vorigen Fall; sind es aber z B. folgende
AB, BC, CD, so folgt daraus, dass das Seitenpaar AC, BD parallel -
sein muss, also einer der drei gemeinschaftlichen Tripelpunkte im Unend-

lichen liegt. Der Kegelschnitt IN® zerfillt dann in der That in ein

Linienpaar, dessen einer Theil die Verbindungslinie der beiden iibrigen

im Endlichen bleibenden Tripelpunkte ®ind dessen anderer Theil die-

jenige Gerade ist, welche zwischen den beiden parallelen Seiten des

Vierecks in gleichem Abstande von beiden selbst mit ihnen parallel

liuft. Diese gerade Linie enthiilt aber eigenthiimlicher Weise keinen

einzigen Mittelpunkt eines eigentlichen Kegelschnitts dieses Biischels;

vielmehr muss jeder Punkt von ihr als der Mittelpunkt desjenigen-
Kegelschnitts angesehen werden, der aus dem parallelen Seitenpaar

besteht, fiir welches eben der Mittelpunkt unbestimmt wird. Alle

iibrigen (eigentlichen) Kegelschnitte des Biischels haben ihre Mittel-

punkte allein auf derjenigen Geraden, welche die beiden im Endlichen

liegenden Eckpunkte des gemeinschaftlichen Tripels verbindet, und

jeder Punkt dieser Geraden ist der Mittelpunkt eines bestimmten Kegel-

schmitts dieses Biischels. Wird noch ein zweites Seitenpaar parallel,

also das Viereck ein Parallelogramm, so tritt aufs Neue der eigen-

thiimliche Umstand ein, dass fiir zwei Kegelschnitte des Biischels, die

beiden parallelen Seitenpaare, der Mittelpunkt unbestimmt wird, indem

er jeder Punkt der durch den Mittelpunkt des Parallelogramms zu

einem Seitenpaare parallel gezogenen Geraden sein kann, wihrend alle

iibrigen (eigentlichen) Kegelschnitte des Biischels den einzigen Mittel-

punkt des Parallelogramms zu ihrem Mittelpunkt haben. Der Kegel-

schnitt @ 1ost sich in dasjenige Linienpaar aunf, welches von den

durch den Mittelpunkt des Parallelogramms zu den Seiten gezogenen

Parallelen gebildet wird, aber dieses Linienpaar ist illusorisch als Ort

fiir die Mittelpunkte der Kegelschnitte des Biischels, weil diese sich

alle auf einen Punkt concentriren.

Auch fiir ein Biischel mit zwei reellen und zwei imaginiiren
Grundpunkten oder mit vier imaginiren Grundpunkten kann der
Mittelpunktskegelschnitt IM® nur zerfallen, wenn das einzig reelle
Linienpaar, welches in dem Biischel vorkommt, zu einem Paar
Parallellinien wird, also ihr Schnittpunkt, d. h. ein’ Punkt des -
gemeinschaftlichen Tripels, in die Unendlichkeit geht; der Mittel-
punktskegelschnitt 2® zerfillt dann in ein Linienpaar, dessen einer
Theil die Verbindungslinie der beiden iibrigen Tripelpunkte ist, wih-
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rend der andere Theil wieder illusorisch wird, weil der Mittelpunkt
eines Kegelschnitts, welcher aus einem Paar Parallellinien besteht,
unbestimmt ist. Noch mehr specialisirt sich das Kegelschnitthiischel,
wenn ein Theil des Linienpaares, welches in demselben vorkommt, in
- die Unendlichkeit geht (zu @_ wird); alsdann miissen, weil das auf dieser
Greraden befindliche Punktsystem allen Kegelschnitten des Biischels gleich-
zeitig zugehort, simmtliche Kegelschnitte in dem Biischel ihnlich und
dhnlich-liegend sein, denn die Systeme der conjugirten Durchmesser,
welche mit dem auf & befindlichen, den Kegelschnitten zugehorigen
Punktsystem perspectivisch liegen, werden alle gleich; ist das Punktsystem
auf &_ hyperbolisch, so sind sie &hnliche Hyperbeln, ist es elliptisch, so
. sind sie #hnliche Ellipsen. Hierher gehoren die beiden Kreisbiischel mit
reeller oder idseller gemeinschaftlicher Secante, deren zweite (ideelle)
gemeinschaftliche Secante @, ist; das auf ihr befindliche Punktsystem
ist ein solches, dass je zwet conjugirte Punkte in rechtwinkligen
Richtungen liegen, oder die beiden imaginéiren Kreispunkte auf
&, die imagindren Asymptotenpunkte dieses (elliptischen) Punkt-
systems sind. Der Mittelpunktskegelschnitt I zerfillt natiirlich eben-
falls in eine gerade Linie, die Verbindungslinie der iibrigen beiden
(reellen oder imaginiren) Punkte des gemeinschaftlichen Tripels, welche
simmtliche Mittelpunkte der (eigentlichen) Kegelschnitte des Biischels
enthilt, und in einen illusorischen Theil, welcher mit & zusammenfillt.

Schliesslich moge noch der besondere Fall in Betracht gezogen
werden, wenn der Mittelpunktskegelschnitt IN® eine gleichseitige Hy-
perbel wird; das Punktsystem auf &_, welches von dem Kegelschnitt-
biischel ausgeschnitten wird, muss in diesem Fall hyperbolisch sein
und seine beiden Asymptotenpunkte in zwei zu einander rechtwinkligen
Richtungen haben; aus der in §. 43 angestellten Betrachtung folgt,
dass die Gerade £ durch den Mittelpunkt des Hiilfskreises 8@ gehen
muss; und da jeder Punkt in der Geraden ¥ ein Strahlsystem in dem
Peripheriepunkte B des Kreises ®® hervorruft, welches dem System
der conjugirten Durchmesser eines Kegelschnitts des Biischels parallel
liuft, so muss unter den Kegelschnitten des Biischels ein Kreis vor-
kommen, weil unter jenen Strahlsystemen ein circulares vorkommt;
wir schliessen daher: Der Mittelpunktskegelschnitt SM® wird gleich-
seitige Hyperbel, sobald in dem Biischel ein Kreis vorkommt oder
diejenige Ellipse des Biischels, welche unter allen dem Kreise am
nichsten kommt, selbst ein Kreis wird. Da wir aus dem Obigen
wissen, dass die Asymptoten des Mittelpunktskegelschnitts IR® allemal
die Richtungen zweier conjugirten Durchmesser fiir jeden Kegelschnitt
des Biischels haben, so folgt, weil diese fiir die gleichseitige Hyperbel
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zu einander rechtwinklig sind, dass sie den Richtungen der Axen
simmtlicher Kegelschnitte des Biischels parallel laufen. Wir haben
daher folgenden Satz:

Wenn unter den Kegelschnitten des Biischels ein Kreis enthalten ist,
so sind die Axen simmitlicher Kegelschnifte des Biischels zwei bestimmiten .
eu einander rechtwinkligen Richtungen parallel, welche zugleich mit den
Richtungen der Axen der beiden in dem Biischel enthallenen Parabeln
zusammenfallen oder auch mit den Richtungen der Asymptoten derjenigen
gleichseitigen. Hyperbel NP, welche die Mittelpunkte aller Kegelschnitte
des Biischels enthéilt. Nehmen wir insbesondere die vier Grundpunkte des
Biischels reell an und beriicksichtigen die drei Linienpaare des Biischels,
deren Axen die Halbirungslinien ihres Winkels und Nébenwinkels sind,
so résultirt der bekannte elementare Satz: Halbirt man in einem Kreis-
viereck die Winkel und Nebenwinkel jedes der drei Seitenpaare, die sich
in den Diagonalpunkten schneiden,. so sind von diesen sechs Halbirungs-
linien drei und drei parallel, und die drei ersten stchen auf den drev
letzten senkrecht®). Diese beiden zu einander rechtwinkligen Richtungen
sind zugleich die der Axen simmtlicher Kegelschnitte, welche durch
die vier Ecken des Kreisvierecks gehen.’

Hiervon liisst sich beiliufig eine niitzliche Anwendung machen: Ist
ein Kegelschnitt in der Ebene gezeichnet, so findet man hiernach leicht die
Richtungen seiner Axen, indem man einen beliebigen Kreis hindurch-
legt und die vier Schnittpunkte paarweise durch Linienpaare verbindet;
die Halbirungslinien von Winkel und Nebenwinkel eines solchen
Linienpaares sind den Axen des gegebenen Kegelschnitts parallel.
Halten wir den Kegelschnitt fest und zwei von den Schnittpunkten
mit dem Kreise, verfindern aber den Kreis selbst, so dass er ein Kreis-
biischel mit zwei reellen Grundpunkten durchliuft, dann wird, weil von
einem Linienpaar der eine Theil und die Halbirungslinie unveriinderte
Richtung behalten, auch der andere Theil bestiindig sich parallel
bleiben; also: Legt man durch zwei feste Punkte eines Kegelschnitts
beliebig viele Kreise, so hat jeder derselben mit dem Kegelschnitt
noch eine zweite (reelle oder ideelle) gemeinschaftliche Secante, deren
Richtung constant bleibt. Dies ist ein specieller Fall eines auf S. 239
allgemein bewiesenen Satzes. Lassen wir die beiden Punkte des
Kegelschnitts, durch welche das Kreishiischel gelegt wurde, zusammen-
fallen, so dass die gemeinschaftliche Secante eine Tangente in einem
Punkte P des Kegelschnitts wird und die Kreise in demselben Punkte
diese Gerade beriihren, also ihre Mittelpunkte auf der Normale des

*) Geometrische Aufgaben und Lehrsiitze von J. Steiner, Crelle’s Journal, Bd. Ii,
8. 97,
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Kegelsehnitts in dem angenommenen Punkte haben, so folgt: Zieht
man in einem Punkte P eines Kegelschnitts Tangente und Normale und
beschreibt eine Reihe von Kreisen, welche ihre Mittelpunkte in der
Normale haben und durch den angenommenen Punkt P des Kegelschnitts
gehen, so hat ein jeder derselben mit dem Kegelschnitt noch eine
zweite (reelle oder ideelle) gemeinschaftliche Secante, welche be-
stindig sich parallel bleibt und mit den Axen des Kegelschnitts' die-
‘selben Winkel bildet, wie die Tangente in dem angenommenen Punkte
P des Kegelschnitts, aber in symmetrischer Lage sich befindet.
Fasst man nur diejenigen Kreise dieses besonderen Biischels auf, welche
den Kegelschnitt in noch zwei reellen Punkten schneiden, deren Ver-
bindungslinie die constante Richtung hat, so wird man einen solchen
ausgezeichneten Kreis auffinden kinnen, fiir welchen von den beidenmoch
iibrigen Schnittpunkten mit dem Kegelschnitte einer P selbst wird,
und dieser muss der Kriimmungskreis fiir den Punkt P des Kegelschnitts
sein, weil er durch drei unendlich-nahe Punkte desselben geht (5. 208);
man findet hieraus folgende einfache Construction des Kriimmungskreises,
welche von der in §. 38 angegebenen wesentlich verschieden ist: Um
fiir einen Punkt P eines gegebenen Kegelschnitts den Kriimmungskreis
zu erhalten, zieche man die Tangente in P und eine zweite Gerade
durch P, welche zu einer der Axen des Kegelschnitts dieselbe Neigung,
aber symmetrische Lage hat wie die Tangente; trifft diese zweite
Gerade den Kegelschnitt zum andern Male in P', so lege man durch
P und P einen Kreis, welcher seinen Mittelpunkt auf der Normale
fiir P hat; dies ist der gesuchte Kriimmungskreis an dem Punkte P des
Kegelschnitts. Hieran kniipft sich der elegante Joachimsthal'sche Beweis
eines auf die Kriimmungskreise eines Kegelschnitts beziiglichen Theorems
von Steiner*). (Siehe Aufgaben und Sitze zum zweiten Abschnitt.)

§. 49. Polar-Eigenschaften der Kegelschnittschaar.

Den im §. 47 bewiesenen allgemeinen Polar-Eigenschaften des
Kegelschnittbiischels stehen gleichlaufende der Kegelschnittschaar zur
Seite, deren Beweis dem dort gefithrten ohne Schwierigkeit nachge-

" bildet werden kann. Um indessen die dem §. 42 zu Grunde liegende
Betrachtung noch klarer hervortreten zu lassen, geben wir die polare
Nebenbetrachtung in.etwas anderer Form und leiten daraus die Polar-
Eigenschaften der Kegelschnittschaar mit zum Theil anderen Be-
weisen direct ab. Sind A und B die Mittelpunkic zweier beliebigen
Strahlsysteme in der Ebene und (a, «) irgend ein Paar conjugirter

*) Siehe Crelle’s Journal Bd. XXXVI, 8. 95.
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. Strahlen des ersten, (b, B) eim Strahlenpaar des zweiten Strahlsystems,

so bilden simmtliche Kegelschnitte in der Ebene, fiir welche diese beiden
Strahlsysteme die ihmen zugehirigen sind (S. 139), d. h. je zwei conjugirte
Strahlen der Strahlsysteme ac und b zwei conjugirte Strahlen in Bezug
auf den Kegelschwitt sind, eine Kegelschnittschaar.

‘Die Kegelschnitte dieser Schaar haben vier reelle gemeinschaft-
liche Tangenten, sobald die beiden gegebenen Strahlsysteme hyper-
bolisch sind, niimlich die Asymptoten g, h des einen und g', A' des
andern Strahlsystems, und es konnen beliebig viele Kegelschnitte der
Schaar vermittelst dieser vier reellen gemeinschaftlichen Tangenten
auf bekannte Weise construirt werden. Wenn dagegen nur eines der
beiden Strahlsysteme hyperbolisch, das andere elliptisch ist, so haben
die Kegelschnitte nur zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten, die
Asymptoten des hyperbolischen Strahlsystems, und man sagt der
Analogie wegen, sie haben ausserdem zwei imaginire gemeinschaft-
liche Tangenten; endlich wenn beide gegebenen Strahlsysteme elliptisch
sind, so sagt man, die Kegelschnitte der Schaar haben vier imaginire
gemeinschaftliche Tangenten; in diesen beiden letzten Fillen lassen
sich siimmtliche Kegelschnitte der Schaar auf folgendem reellen Wege
construiren: Die Verbindungslinie AB ist ein Strahl, der sowohl dem
einen, als dem andern Strahlsystem angehort; im ersten Strahlsystem
moge er durch ! und sein conjugirter durch 1, im zweiten Strahl-
system durch p und sein conjugirter durch m bezeichnet werden; die
Strahlen 2 und m treffen sich in einem Punkte C, welcher zam Mittel-
punkte eines dritten, vollstiindig bestimmten, von den beiden gegebenen
Strahlsystemen abhiingigen Strahlsystems wird; treffen sich namlich
irgend zwei Strahlen @ und b der heiden ersten Strahlsysteme in dem
Punkt (a, b) und die conjugirten in dem Schnittpunkt (e, 8), so sind
die Verbindungslinien dieser beiden Punkte mit C' zwei Strahlen ¢ und
y des dritten Strahlsystems (¢, y), welches wir in seiner Totalitit
erhalten, wenn wir die Paare (@, «) und (b, ) beliebig verindern.
In der That, halten wir zuerst ¢ und « fest und veriindern b und S,
so beschreiben die Strahlen ¢ und y zwei auf einander liegende pro-
jectivische Strahlbiischel, bei denen die Schenkel entsprechender gleicher
Winkel verkehrt auf einander fallen; denn die vier Strahlen aecy
bilden allemal ein vollstindiges Vierseit, dessen drei Paar Gegenecken
mit B verbunden drei Strahlenpaare eines Strahlsystems liefern; von
diesen ist das eine b, 8, das*andere wm, also auch das dritte ein solches,
welches dem gegebenen Strahlsystem (B) angehort; hieraus folgt,
dass, wenn ein Strahl ! auf ¢ fillt, nothwendig ¢* auf y fallen muss,
folglich bilden ep ein Strahlsystem (8. 59). Dasselbe Strahlsystem
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geht auch hervor, wenn wir b, § fest halten und a, a veriindern; denn
die Strahlen CA, OB sind in dem einen und dem andern Falle ein
Paar conjugirter Strahlen, und ein zweites gemeinschaftliches Paar ist
selbstverstindlich dasjenige, welches nach den Schnittpunkten der fest-
gehaltenen Strahlen (a, b) und (&, B) hingeht; folglich coincidiren die
in beiden Fiéllen erhaltenen Strahlsysteme (¢, 9). Da C4 und CB
ein Paar conjugirter Strahlen dieses dritten Strahlsystems sind, so
wollen wir sie mit #» und » bezeichnen, so dass also (4 =n = 1;
CB=m=v und AB=1=y ist, und (I, 2) (m, p) (n, v) drei
Paare conjugirter Strahlen beziehlich in den drei Strahlsystemen (4)
(B) (C) sind. Diese drei Strahlsysteme stehen daher in dem eigen-
thiimlichen Zusammenhange mit einander, dass, wenn irgend drei
Strahlen abc derselben, durch einen Punkt gehen, die conjugirten
Strahlen «fy ebenfalls durch einen Punkt gehen.

" Hieraus folgt ein weiterer bemerkenswerther Zusammenhang der
drei Strahlsysteme (4) (B) (C). Denken wir uns um das Dreieck
ABC einen beliebigen Kegelschnitt & ® gelegt, so schneidet bekanntlich
jedes Strahlsystem Sehnen in dem Kégelschnitt aus, die durch einen
Punkt laufen (S.151); nennen wir diesen der Kiirze wegen den ,,Sehnenpol®
des Strahlsystems, dann miissen die drei Sehnenpole a, b, ¢ der
resp. Strahlsysteme (4) (B) (C) in einer Geraden liegen. Denn nehmen
wir irgend einen Punkt P des Kegelsclmitts 8 ® und ziehen AP, BP, CP,
so miissen die conjugirten Strahlen sich in einem Punkte IT treffen;
migen AII, BII, CIT dem Kegelschnitt 8 resp. in abc begegnen,
dann werden AP, Aa ein Paar, AB, AC ein zweites Paar conju-
girter Strahlen des Strahlsystems (4), also Pa und BC zwei Durch-
bohrungssehnen, der Schnittpunkt (Pa, BC) = a der Sehnenpol des
Strahlsystems (A4) sein; ebenso (Pb, CA)= b der Sehnenpol des
Strahlsystems (B), und endlich (P¢, AB) = ¢ der Sehnenpol des Strahl-
systems (C). Wir haben nun das Pascal’sche Sechseck: 3

aPbBCA,
also die Schnittpunkte:
(Pa, BC) (Pb, CA) (Aa, Bb) oder

a b mn
in gerader Linie; andererseits das Pascal’sche Sechseck:
bPcCAB,

also die Schnittpunkte: :
{(Pb, CA) (Pc, AB) (Bb, Cc) doh
b c II
in gerader‘Linie; da pun beide Geraden die Punkte b und I7 gemein
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haben, so fallen sie zusammen, folglich liegen abc in einer Geraden
w. z. b. w., also gilt der Satz:

Die drei in Betracht kommenden Strahlsysteme (4) (B) (C) haben
den eigenthiimlichen Zusammenhang, dass, wenn man einen beliebigen
Kegelschnitt wm ABC legt und die Sehmenpole (d. h. Durchschnitispunkte

der . Durchboliwrungsschnen) der drei Strahlsysteme fiir den Kegelschwitt be-
 stimmt, dieselben allemal in einer Geraden liegen.

* Mit Beriicksichtigung der oben (8. 252) bemerkten Eigenschaft,
dass irgend drei Paar Strablen aus solchen drei Strahlsystemen (4)(B)(C)
allemal sechs Tangenten eines Kegelschnitts sind, konnen wir folgen-
den Satz aussprechen:

Haben wir ein Dreieck ABC im Kegelschnitt und eine beliebige
Transversale, welche die Dreiecksseiten BC, CA, AB resp. in abe trifft;
zichen wir durch abc dre: beliebige Strahlen, deren ersteg in o und o, der
zwette in f und B, der dritle in y und p' dem Kegelschnitte begegnet,
so beriilren die sechs Strahlen Ae, Aea', Bf, Bf', Cy, Cyp', einen
neuen Kegelschnitt. . °

Wenn wir nun irgend zwel conjugirte Strahlen ¢, y des Strahl-
systems (C) als die Triiger zweier projectivischer Punktreihen auf-
fassen, welche von zwei verinderlichen conjugirten Strahlen z, £ des
ersten Strahlsystems (A4) fixirt werden [oder auch von einem Strahlen-
paar y,  des zweiten Strahlsystems (B)], so erzeugen diese beiden
projectivischen Punktreihen einen Kegelschnitt, welcher die Triger ¢
und p beriihrt und die Strahlen 2§ zu einem Paar conjugirter Strahlen
hat; denn es sind die Schnittpunkte (¢, ), (y, £). ein Paar ent-
sprechender Punkte der beiden projectivischen Punktreihen, aber auch
gleichzeitig (¢, &), (p, #) sind entsprechende Punkte; die beiden Pro-
jectionsstrahlen und ¢, y bilden ein dem Kegelschnitt umschriebenes
Vierseit, dessen zwei Diagonalen z und £ sind; folglich sind # und &
conjugirte Strahlen in Bezug auf den Kegelschnitt; da dasselbe von
jedem Paar z§ gilt, so ist das ganze Strahlsystem (4) dasjenige,
welches dem construirten Kegelschnitte zugehort, und da dieselben
beiden erzeugenden Punktreihen “auf ¢ und ¢ auch durch y, n fixint
werden, so gilt die genannte Eigenschaft auch fiir das zweite ge-
gebene Strahlsystem (B). Der Kegelschnitt hat also die beiden ge-
gebenen Strahlsysteme zu den ihm zugehorigen und gehort daher nach
unserer Definition der Schaar an. Veriindern wir das willkiirlich
gewiithlte Paar ¢, p des dritten Strahlsystems, so erhalten wir simmt-
liche Kegelschnitte der Schaar durch reelle Construction. Die Strahlen-
paare z, ¢ des dritten Strahlsystems sind die Tangentenpaare aus dem
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Punkte €' an die Kegelschnitte der Schaar; die Verbindungslinie 4B
ist die Polare des Punktes (' fiir simmtliche Kegelschnitte der Schaar
und das Punktpaar 4, B ein specieller Kegelschnitt derselben. Die
drei Strahlsysteme (4) (B) (C) stehen hinsichtlich ihrer Natur in fol-
gendem Zusammenhange:

Strahlsystem | Strahlsystem Strahlsystem‘ Kegelschnittschaar
(4) (B) ©) von

L. elliptisch | elliptisch hyperbolisch |vier imag. gem. Tangenten

I1. elliptisch | hyperbolisch | elliptisch zwei reellen, zwei imag. Tang.
IIL. hyperb. |elliptisch - | elliptisch {zwei imag., zwei reellen Tang.
IV. hyperb. |hyperbolisch |hyperbolisch | vier reellen gem, Tangenten.

Sind x, & und y,  zwei Paare conjugirter Strahlen aus den
beiden Strahlsystemen (A4) .und (B) und, wie wir wissen, zugleich
zwei Paare conjugirter Strahlen in Bezug auf jeden Kegelschnitt der
Schaar, so erhalten wir aus ihnen nach dem auf S. 153 bewiesenen Satze
ein drittes Paar (2y, £n) und (2, £y), welches ebenfalls ein Paar con-
jugirter Strahlen sein muss fiir simmtliche Kegelschnitte der Schaar,
d. h. die Pole von einer dieser beiden Geraden fiir alle Kegelschnitte
der Schaar liegen auf der andern, und solcher Paare conjugirter Ge-
raden konnen wir durch Veriinderung der Paare #, § und y, n unend-
lich viele in doppelter Mannigfaltigkeit herstellen. Irgend zwei Paare
von diesen gefundenen lassen sich wieder zur Herstellung eines neuen
dritten Paares verwenden, und diese Operation hat einen netzartigen Fort-
gang bis ins Unendliche. Es entsteht die Frage, ob jede beliebig gegebene
Gerade einmal mit dem eimen Theil eines solchen Linienpaares zusammenfdallt?
Diese Frage wollen wir indirect beantworten: Wir wissen, dass, wenn
wir irgend einen Punkt p in der Ebene mit 4 B C durch drei Strahlen
abc verbinden, die drei conjugirten Strahlen ¢fy sich in einem cor-
respondirenden Punkte =z treffen; wir veréindern jetzt p auf einer Ge-
raden & und suchen den Ort des Punktes = auf; derselbe ist offen-
bar ein Kegelschnitt, welcher dem Dreieck 4 BC umschrieben ist;
denn da @ und b zwei perspectivische Strahlbiischel beschreiben und
o. ein mit @, § ein mit b projectivisches Strahlbiischel durchlduft
(wegen der Strahlsysteme), so sind auch die Strahlbiischel, welche «
und B beschreiben, projectivisch; ihr Erzeugniss oder der Ort des
Punktes m ist also ein Kegelschnitt 8®, der durch 4 und B und ebenso
auch durch C geht, und dessen Tangenten in diesen Punkten leicht
zu ermitteln sind. Wenn nun der Kegelschnitt 8® die Gerade @ in
zwei Punkten s und ¢ schneidet, so muss fiir einen derselben, z. B. s,
wenn wir uns p in denselben hineinfallend denken, der correspon-
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dirende 7 sowohl im Kegelschnitt &® liegen, als auch in der Geraden
&, weil s sowohl in der Geraden, als auch im Kegelschnitt liegt;
der correspondirende Punkt zu s muss also ¢ sein und umgekehrt,
d. h. es ist sowohl As und A4f, als auch Bs und Bf je ein Paar
conjugirter Strahlen der beiden gegebenen Strahlsysteme (A4) und (B).
Hieraus folgt nach dem obigen Satze: die Gerade & als Verbindungs-
linie der Schnittpunkte [(As, Bs), (At, Bt)] und die Gerade § als
Verbindungslinie der Schnittpunkte [(As, Bt), (A¢, Bs)] sind ein
neues Paar conjugirter Strahlen in Bezug auf siimmtliche Kegelschnitte
der Schaar, d. h. die Pole der Geraden & in Bezug auf alle Kegel-
schwitte der Schaar liegen auf der Geraden .

Wenn dagegen der Kegelschnitt 8 die Gerade & nicht trifft, so
horen die Punkte s und ¢ zu existiren auf, wohl aber bleibt die Ge-
rade § bestehen, denn sie ist nach der vorigen Construction nichts
anderes, als die Polare desjenigen Punktes, in welchem die Verbindungs-
linie AB die, Gerade & trifft, in Bezug : Fig. 79,
auf déen Kegelschnitt R®. Es ist also zu i
vermuthen, dass die geometrische Eigen- /\ v
schaft der gefundenen Geraden © fort- %
bestehen wird, aber der oben gegebene
Beweis ist nicht mehr zuliissig, und wir .
werden uns fiir diesen Fall nach einem : / \
andern Beweise umsehen miissen.. Um / el
zuniéichst die Gerade § unabhiingig von B 7 € f\;/‘g’
der Realitiit der Punkte s und ¢ zu con- £
struiren, bezeichnen wir (Fig. 73) den
Schnittpunkt von®4AB mit & durch ¢,
den vierten harmonischen Punkt zu den
dreien ¢, A, B, wobei A und B als
zugeordnete aufgefaqst werden, durch ¢,
‘und endlich denjenigen Punkt auf der Geraden &, welcher in Bezug
auf den Kegelschnitt 8® dem ¢ conjugirt ist, durch c,, dann geht §
durch ¢, und ¢, und ist durch diese beiden immer reellen Punkte be-
stimmt; bezeichnen wir noch die Schnittpunkte von BC und A4C nit
& durch a und b, so wird, weil das in B befindliche Strahlsystem
BC und BA zu conjugirten Strahlen hat, der zu Aa conjugirte Strahl
des Strahlsystems (4) die Tangente in A am Kegelschnitt 8 sein und
ebenso der zu BY conjugirte Strahl des Strahlsystems (B) die Tangente
in B am Kegelschnitt 2. Wir haben also in 4 und in B zwei Strahlen-
paare der beiden gegebenen Strahlsysteme; da nun simmtliche Strahlen-
paare in- dem Kegelschnitt ®® Durchbohrungssehnen ausschneiden,
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welche fiir das ganze Strahlsystem durch einen festen Punkt laufen,
so erkennen wir, dass das in 4 gegebene Strahlsystem als solchen
Durchschnittspunkt der Durchbohrungssehnen mit 8® den Punkt a
liefert, und ebenso das in B gegebene Strahlsystem den Punkt b;
also auch umgekehrt: jede durch a gehende Sehne trifft ® in zwei
solchen Punkten, welche mit A4 verbunden ein Paar eonjugirter Strahlen
des Strahlsystems (A4) liefern und ebenso fiir' b. Liegt also a ausser-
halb des Kegelschnitts 8, so geben die Beriihrungspunkte des aus a
an 8@ gelegten Tangentenpaares mit 4 verbunden die Asymptoten des
Strahlsystems (A4), welches in diesem Falle hyperbolisch sein muss,
und ebenso fiir 0. Die Beriihrungssehne des aus a an ®@® gelegten
Tangentenpaars geht aber durch den Pol von & in Bezug auf &, folg-
lich treffen die beiden Asymptoten des Strahlsystems (4) die Gerade
® in zwei solchen Punkten, welche ein Paar conjugirter Punkte des-
jenigen Punktsystems auf @& sind, welches dem Kegelschnitt 82 zu-
gehort;. ebenso treffen die beiden Asymptoten des Strahlsystems (B)
die Gerade ® in zwei conjugirten Punkten des dem Kegelschnitt £
zugehorigen Punktsystems, und dieses Punktsystem ist durch die
béiden Punktpaare vollstiindig bestimmt.

Wir miissen nun untersuchen, unter welchen Umstiinden die oben
mit s und ¢ bezeichneten Schnittpunkte des Kegelschnitts 8® mit der
Geraden & reell oder imaginir werden; da die von A4 und B nach
ihnen hingehenden Strahlenpaare fiir beide Strahlsysteme (4) und (B)
je ein Paar conjugirter Strahlen sind, so sehen wir, dass s und ¢ das
. gemeinschaftliche Paar conjugirter Punkte zweier auf ®& zusammen-
liegender Punktsysteme sind, welche durch die gegebenen Strahl-
systeme (A4) und (B) ausgeschnitten werden; es efistirt aber (S. 58)
immer ein reelles gemeinschaftliches Paar, sobald wenigstens eins der
beiden Punktsysteme, also auch eins der beiden Strahlsysteme (4)
oder (B) elliptisch ist, oder was dasselbe bewirkt, sobald wenigstens
einer der beiden Punkte a oder b mnerhalb des Kegelschnitts £ liegt;
d. h. in den oben mit I, II, III. bezeichneten Fillen ist das Punkt-
paar st reell, also fiir eine Kegelschnittschaar mit vier imaginiiren
oder zwei imaginiren und zwei reellen gemeinschaftlichen Tangenten;
nur in dem Falle IV, also fiir eine Kegelschnittschaar mit vier reellen
gemeinschaftlichen Tangenten, konnen die Punkte s und ¢ imaginir
werden. Fir diesen Fall lisst sich aber andererseits aus den Eigen-
schaften des einem Kegelschnitt umschriebenen Vierseits (§. 27) direct
nachweisen, dass die Pole einer Geraden & in Bezug auf simmtliche
Kegelschnitte einer Schaar, die einem Vierseit einbeschrieben ist, auf
einer zweiten Geraden liegen, und dann, was moch erforderlich ist,
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zeigen, dass diese Gerade mit der oben construirten Geraden § identisch
ist. Das Erstere geschieht auf analoge Weise, wie in §. 47 (8. 299):

Ist néimlich das vollstéiindige Vierseit, dessen drei Paar Gegen-
ecken AB, A'B, A”B” und dessen drei Diagonalpunkte xyz sind
(Fig. 74), gegeben, so liegen die Berithrungspunkte irgend eines dem-

Fig. 4.

—~

A

selben einbeschriebenen Kegelschnitts (8. 123) paarweise mit den Diago-
nalpunkten in gerader Linie und bilden also ein vollstiindiges Viereck,
- dessen Diagonaldreieck ebenfalls #yz ist. Wenn nun irgend eine Ge-
rade & in der Ebene gegeben ist, so construiren wir den Pol der-
selben in Bezug auf einen dem Vierseit einbeschriebenen Kegelschnitt,
indem wir die Berithrungssehne des durch A’ gehenden Tangenten-
paars die Gerade & in m und die Beriihrungssehne des durch B’
gehenden Tangentenpaares die Gerade ® in n treffen lassen, sodann
zu dem Tangentenpaar in 4" und A'm den vierten harmonischen Strahl,
ebenso zu dem Tangentenpaar in B’ und B'nt den vierten harmonischen
Strahl herstellen und den Schnittpunkt p dieser beiden vierten har-
monischen _Strahlen aufsuchen; dann ist p der Pol von @ in Bezug
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auf denjenigen dem Vierseit einbeschriebenen Kegelschnitt, dessen
Berithrungssehnen fiir die Construction verwendet sind. Diese beiden
Beriihrungssehnen schneiden sich in dem Diagonalpunkte y und sind
zu yz und yz harmonisch; bei der Verinderung des Kegelschnitts
beschreiben also nt und n ein Punktsystem, d. h. zwei anf einander
liegende projectivische Punktreihen, folglich A'm und B'n zwei pro-
jectivische Strahlbiischel. Ferner sind A'm und A'p zugeordnet har-
monisch mit dem Tangentenpaar durch A4’, also beschreiben bei der
Veriinderung des Kegelschnitts die Strahlen A'm und A'p zwei pro-
jectivische Strahlbiischel, ebenso auch B'n und B’p, folglich auch
A'p und B'p, deren Schnittpunkt der gesuchte Pol p ist. Diese beiden
von A’y und B’p beschriebenen projectivischen Strahlbiischel liegen
aber perspectivisch, weil auf der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte
zwei entsprechende Strahlen zusammenfallen; dies tritt niimlich in
dem besonderen Fall ein, wenn die eine Beriihrungssehne durch A4’
selbst geht, also A’y wird, die andere By, der Kegelschnitt der Schaar
aber in das Punktpaar A'B" ausartet. Der Ort des Pols p ist daher
der Durchschnitt zweier perspectivischen Strahlbiischel d. h. eine Gerade.

Diese Gerade geht durch diejenigen drei Punkte der Diagonalen AB,
A'B', A" B”, welche den Schnittpunkten mit & harmonisch-zugeordnet
sind; insbesondere also auch durch den oben mit ¢, bezeichneten Punkt
auf A B; den Punkt, in welchem sie die Gerade © trifft, kénnen wir
ebenfalls angeben. Unter den Kegelschnitten der Schaar giebt es
niimlich einen, welcher zugleich die Gerade & beriihrt; der Pol von
® in Bezug auf ihn ist der Beriihrungspunkt, und da dieser in der
gefundenen Ortsgeraden von p liegen muss, so ist er der Schnittpunkt
derselben mit ®&. Diesen Punkt ¢, konnen wir mit Hiilfe des beson-
deren Kegelschnitts, welcher dem Vierseit einbeschrieben ist und zu-
gleich ®& berithrt, noch anders definiren. Bekanntlich (8. 152) be-
stimmen die Tangentenpaare aus den Punkten einer Geraden an einen
Kegelschnitt auf einer festen Tangente desselben ein Punktsystem;
betrachten wir den dem Vierseit einbeschriebenen Kegelschnitt, wel-
cher gleichzeitig & berithrt, so bestimmt das Tangentenpaar aus
A und das aus B zwei Punktpaare auf &, welche dies Punktsystem
constituiren. Alle Punkte der Geraden A DB geben alse Tangenten-
paare, die ® immer in je zwei conjugirten Punkten dieses Punktsystems
treffen, insbesondere auch der Schnittpunkt ¢ von A B mit ©;
von seinem Tangentenpaar ist aber eine & selbst, also der eine
Schnittpunkt der Berithrungspunkt ¢, und der andere ¢; hiernach be-
stimmen die Schnittpunkte des Seitenpaares durch 4 und des Seiten-
paares durch B auf & ein Punktsystem, von welchem ¢ und ¢, ein
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Paar conjugirter Punkte ist. Nach dem Friiheren sind nun die Punkte
¢, und ¢, dieselben, welche dort- zur Bestimmung der Geraden §
dienten; folglich coincidirt die frither construirte Gerade $ auch fiir
den Fall einer Kegelschnittschaar von vier reellen gemeinschaftlichen
Tangenten mit der jetzt gefundenen Ortsgeraden der Pole von & in
Bezug auf alle Kegelschnitte der Schaar, und somit ist fiir alle
Fille die Giiltigkeit des Satzes erwiesen: Die Pole einer Geraden ©
in Bezug auf simmitliche Kegelschnitte einer Schaar liegen auf einer
neuen Geraden &, und also auch die Pole von § auf der Geraden ©,
oder: Die Geraden & und $ sind ein Paar conjugirter Strahlen in
Bezug auf siimmtliche Kegelschnitte der Schaar und heissen daher
weonjugirte Gerade in Bezug auf die Kegelschnittschao*.

Zu jeder Geraden & in der Ebene einer Kegelschnittschaar gehort
demnach eine bestimmte conjugirte Gerade, insbesondere zu der unendlich-
entfernten Geraden ®&_ die Mittelpunktslinie MM, auf welcher die Mittel-
punkte ‘siimmtlicher Kegelschnitte der Schaar liegen. Die Paare von .
conjugirten Geraden erfiillen also auf doppelte Art die ganze Ebene.
Fassen wir irgend ein solches Paar von conjugirten Geraden ® und
$ ins Auge und nennen P ihren Schnittpunkt, so wird die Polare
von P in Bezug auf irgend einen Kegelschnitt der Schaar mit & und
$ zusammen ein Tripel conjugirter Strahlen in Bezug auf diesen Kegel-
schnitt bilden; alle Kegelschnitte der Schaar haben ausserdem das
Tripel conjugirter Strahlen gemeinschaftlich, welches von den Seiten
des Diagonaldreiecks zyz gebildet wird, und da zwei Tripel conju-
girter Strahlen in Bezug auf einen Kegelschnitt allemal einen neuen
Kegelschnitt beriihren (8. 154), so beriihrt die Polare von P in Bezug
auf einen Kegelschnitt der Schaar einen gewissen neuen Kegelschnitt,
welcher durch die fiinf Tangenten: die Seiten des Diagonaldreiecks
zyz und die Geraden @ und § vollstindig bestimmt ist; also: Die
Polaren des Punktes P’ in Bezug auf simmtliche Kegelschnitte der
Schaar umhiillen einen Kegelschnitt, welcher dem Diagonaldreiseit
" einheschrieben ist.

Diegse KEigenschaft gilt ganz allgemein fiir jeden TPunkt P
der Ebene, auch wenn das Diagonaldreieck nicht vollstindig reell
ist und der Punkt P nicht als Schnittpunkt eines reellen Paares con-
jugirter Geraden &, § aufgefasst werden kann, denn die Schnittpunlkte
simmtlicher Paare von conjugirten Geraden &, § erfiillen nicht die
ganze Ebene. Um die Allgemeingiiltigkeit der genannten Higenschaft
darzuthun, bemerken wir, dass, wenn wir zu einem gegebenen Punkte
P die Polare in Bezug auf irgend einen Kegelschnitt der Schaar con-

struiren und zu ihr wiederum die conjugirte Gerade in Bezug auf die
Steiner, Vorlesungen II, 2, Aufl,- 21
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Kegelschnittschaar, die letztere Gerade nothwendig durch P gehen
muss; verindern wir also den Kegelschnitt der Schaar, so laufen
diese letzteren Geraden simmtlich durch P, und auch umgekehrt,
wenn wir irgend eine Gerade & durch P ziehen, so muss die ihr con-
jugirte Gerade 9 in Bezug auf die Kegelschnittschaar nothwendig die
Polare von P in Bezug auf einen bestimmten Kegelschnitt der Schaar
sein; denn construiren wir von dem Schnittpunkte (&, §) die Polaren
in Bezug auf simmtliche Kegelschnitte der Schaar, so umhiillen die-
selben nach dem Obigen einen gewissen Kegelschnitt, welcher & und
9 beriihrt, und die Schnittpunkte siimmtlicher Tangenten dieses Kegel-
schnitts mit @ sind die Pole von § in Bezug auf alle Kegelschnitte
der Schaar; diese erfiillen aber die Gerade & ganz, und unter ihnen
~ kommt also auch P vor; es sind mithin P und  Pol und Polare fiir
einen bestimmten Kegelschnitt der Schaar. Hieraus geht hervor, dass
der Ort der Polaren des Punktes P in Bezug auf alle Kegelschnitte
der Schaar identisch ist mit dem Ort derjenigen Geraden 9, welche
simmtlichen durch P gehenden Geraden & in Bezug auf die Kegel-
schnittschaar conjugirt sind. Wir werden also, um jenen Ort zu be-
stimmen, eine verinderliche Gerade & um den festen Punkt P drehen
und den Ort der conjugirten Geraden § aufsuchen.

Nach dem Friiheren erschien die Gerade § als die Polare desjenigen
Punktes ¢, in welchem & von 4 B getroffen wird, in Bezug auf den Kegel-
schnitt &2 (Fig. 73). Dieser Kegelschnitt verindert sich mit ®; liuft
niimlich @ bestiindig durch einen festen Punkt P, und haben die Strahlen
AP, BP zu ihren conjugirten in den beiden erzengenden Strahlsystemen
(4) und (B) die Strahlen AII, BII, welche sich in IT treffen, so geht
der veriinderliche Kegelschnitt §® durch dem festen Punkt IT und
ausserdem durch ABC, beschreibt also ein Biischel mit vier reellen
Grundpunkten. Die beiden Tangenten in 4 und B an dem Kegel-
schnitt § treffen sich in einem Punkte S, dessen Ort eine feste Ge-
rade sein wird, eine Diagonale des vollstindigen Vierecks 4 BCII,
niimlich die Verbindungslinie der Schnittpunkte (417, BC)und (BII, AC).’
Die Polare von ¢ in Bezug auf & geht aber durch S und den vierten
harmonischen Punkt ¢, zu ¢, 4, B, wihrend 4 und B zugeordnete
Punkte sind; durch die beiden Punkte S und ¢, ist § bestimmt, und
wir erkennen jetzt leicht, dass bei der Bewegung von & die Punkte
S und ¢, zwei projectivische Punktreihen auf ihren Trigern durch-
laufen; zu der Tangente AS ist niimlich im Strahlsystem (4) der
Strahl Aa conjugirt und a der Schnittpunkt von & mit BC. Wenn
sich also & um den festen Punkt P dreht, so beschreiben ¢ und a
perspectivische gerade Punktreihen auf BC und 4B, folglich der vierte



Kegelschnittbiischel und Kegelschnittschaar. §. 49. 323

harmonische Punkt ¢, eine mit ¢ projectivische Punktreihe, weil ¢ und
¢, ein hyperbolisches Punktsystem auf 4B constituiren; ferner be-
schreibt Aa ein Strahlbiischel, welches projectivisch ist mit der Punkt-
reihe ¢ und AS ein mit Aa projectivisches Strahlbiischel, weil 48
und Aa immer zwei conjugirte Strahlen des Strahlsystems (A4) sind;
also werden endlich die von S und ¢, durchlaufenen geraden Punkt-
reihen projectivisch sein, und der Ort der Verbindungslinie S¢, = §
wird ein Kegelschnitt, welcher insbesondere auch 4B, sowie 41 und
BII beriihrt. Dieser Kegelschnitt heisst der Polarkegelschnitt des Punktes
P in Bezug auf die Kegelschnittschaar und besitzt folgende Higenschaft:
Die Polaren eines Punlites P in Dezug auf alle Kegelschmitte einer
Schaar wmhiillen einen Kegelschnitt, welcher zugleich der Ort aller Ge-
raden § ist, die zu simmilichen dwrch P gehenden Geraden ® in Bezug
auf die Kegelschwittschaar conjugirt sind. Hat die Kegelschnittschaar
vier reelle gemeinschaftliche Tangenten, so beriihrt dieser Polarkegel-
schnitt von P allemal die drei Diagonalen des von den vier gemein-
schaftlichen Tangenten gebildeten vollstéindigen Vierseits und ausser-
dem diejenigen sechs Strahlen, welche man erhilt, wenn man durch
jede der sechs Ecken des vollstindigen Vierseits den vierten harmo-
nischen Strahl construirt zu dem Seitenpaar und dem Verbindungs-
strahl der Ecke mit P, diesem letzteren zugeordnet. Liegt P ausser-
halb des Polarkegelschnitts, so ist das aus ihm an denselben gelegte
Tangentenpaar ein Paar conjugirter Strahlen in Bezug auf die Schaar,
und es giebt zwei reelle Kegelschnitte der Schaar, welche durch P
gehen, und deren Tangenten in P eben diese beiden Strahlen sind.
Aus der Eigenschaft des Polarkegelschnitts folgt zugleich eine
niitzliche Bemerkung: Die Pole einer Geraden ®& in Bezug auf die
Kegelschnitte einer Schaar liegen auf einer Geraden £ und bilden eine
getade Punktreihe; die Pole einer zweiten Geraden @ bilden eine zweite
gerade Punktreihe auf $’. Betrachten wir in diesen beiden Punkt-
reihen als entsprechende Punkte die Pole von & und & in Bezug
auf denselben Kegelschnitt der Schaar, so sind die beiden Punktreihen
anf § und §’ allemal projectivisch, wie auch @ und & angenommen
werden mogen; denn die Verbindungslinie je zweier entsprechender
Punkte umhiillt den Polarkegelschnitt des Schnittpunktes (&, &) in
Bezug auf die Schaar, welcher zugleich § und $ zu Tangenten hat,
folglich schuneiden alle iibrigen Tangenten  und ' in zwei pro-
jectivischen Punktreihen.
- Ferner lisst der Polarkegelschnitt die charakteristische Eigenschaft
der Kegelschnittschaar in unmittelbarer Weise hervortreten; der Polar-

kegelschnitt eines beliebigen Punktes P heisse C'?; nehmen wir zuerst
21*
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an, dass P ausserhalb C® liegt, so geht durch P ein Tangentenpaar .
an C®, welches zugleich ein Paar conjugirter Geraden in Bezug auf
die Schaar ist, also fiir jeden Kegelschnitt der Schaar zu dem Tangenten-
paar aus P an letzteren harmonisch gelegen ist. Die simmtlichen
Tangentenpaare aus P an die Kegelschnitte der Schaar bilden daher
ein hyperbolisches Strahlsystem, welches zusammenféllt mit dem-
jemigen Strahlsystem, das dem Punkt P in Bezug auf den Polarkegel-
schnitt C® zugehort, und dessen Asymptoten eben aus dem Tangenten-
paar von P an O bestehen. Wenn dagegen P innerhalb des Polar-
kegelschnitts C'® liegt, so existirt kein reelles Tangentenpaar an C®),
aber trotzdem bilden die Tangentenpaare aus P an die Kegelschnitte
der Schaar ein elliptisches Strahlsystem, welches mit demjenigen zu-
sammenfillt, das dem Punkt P in Bezug auf C® zugehtrt. Um dies
zu erkennen, denken wir uns ein ‘T'angentenpaar aus P an einen Kegel-
schnitt der Schaar, es sei & und @'; die Polare von P in Bezug auf
denselben sei €, welche die beiden Beriihrungspunkte auf & und &
verbindet; sei ferner § die conjugirte Gerade von @& in Bezug auf die
Schaar, und £ die von &', so geht  durch den Beriihrungspunkt -
von &, und §  durch den Beriihrungspunkt von &', d. h. die Ver-
bindungslinie (8, & §’) ist identisch mit £ Der Polarkegelschnitt
C® muss aber die drei Geraden $&  und & berithren, weil £ die
Polare von P ist in Bezug auf einen Kegelschnitt der Schaar und $
und ' conjugirte Gerade von & und & sind, welche sich in P treffen.
Da nun &,  und &, O zwei Paare conjugirter Geraden in Bezug
auf die Schaar sind, so werden auch (8. 153) (@, HH') und (89, HE")
ein drittes Paar conjugirter Geraden in Bezug auf die Schaar sein,
und weil von diesen die erstere durch P geht, so wird die letztere
C® heriihren; wir haben also jetzt vier Tangenten von C®, niimlich:

» & 6, D) @Y, 9.

Von diesem dem Kegelschnitt C'® umschriebenen Vierseit sind
offenbar die Geraden & und & zwei Diagonalen, wie aus dem Anblick
der Buchstaben hervorgeht, folglich sind & und @& ein Paar conju-
girter Strahlen in Bezug auf den Polarkegelschnitt C®, und da alle
durch P gehende Paare conjugirter Strahlen in Bezug auf denselben
ein Strahlsystem bilden, so folgt der Satz:

Die Tangentenpaare aus eimem beliebigen Punkte P an die Kegel-
schnitte einer Schaar bilden ein Strahlsystem, welches identisch st mat
demjenigen, das dem Punkte P in Bezug auf seinen Polarkegelschnitt C®
zugehinrt; also je zwer Tangenten .aus P an eimen Kegelsehnitt der Schaar
sind cin Paar conjugirter Strahlen in Bezug auf den Polarkegelschwitt C®,
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Der Polarkegelschnitt C® eines Punktes P in Bezug auf die Kegel-
schnittschaar ist insbesondere, wie wir gesehen haben, dem gemein-
schaftlichen Tripel conjugirter Strahlen fiir alle Kegelschnitte der
Schaar einbeschrieben; dieses Tripel ist aber nur reell, wenn das
Strahlsystem (C) hyperbolisch ist, und besteht alsdann aus den
Asymptoten desselben und der Verbindungslinie 4 B, welche die drei
Diagonalen sind. Ist dagegen das Strahlsystem (C') elliptisch, so
tritt an die Stelle der genannten Eigenschaft die mit ihr gleichbe-
deutende, dass das Strahlsystem (C) allemal dasjenige ist, welches dem
Punkte C in Bezug auf irgend einen Polarkegelschnitt C® zugehirt. Um
diese Behauptung zu rechtfertigen, denken wir uns den Polarkegel-
schnitt C® eines beliebigen Punktes P auf etwas andere Weise her-
gestellt. Construiren wir die den Strahlen AP, BP, CP conjugirten
Strahlen in den drei Strahlsystemen (4) (B) (C), so schneiden sich
dieselben in einem Punkte /7, und ziehen wir durch P irgend eine
Gerade &, welche AB in ¢ trifft (Iig. 75), so wird IIc die feste Ge-
rade C I in einem Punkte X treffen,
so dass durch die fiinf Punkte
ABCIIX der oben mit 8® bezeich-
nete Kegelschnitt bestimmt wird,
denmm da CP und CIT ein Paar
conjugirter Strahlen des Strahl-
systems (C) sind, so muss die Durch-
bohrungssehne 77X mit dem Kegel-
schnitt 8 durch den Punkt ¢ gehen,
wie es schon oben fiir die Punlkte
a und b nachgewiesen ist und in
gleicher Weise fiir den Punkt ¢
gilt; wir sehen also umgekehrt,
dass OP und I7¢ sich in einem \

Punkte X des Kegelschnitts §® tref- LP

fen miissen, und kinnen jetzt von

diesem Kegelschnitte ganz abstrahiren, indem wir den zu seiner Be-
stimmung dienenden Punkt X allein ins Auge fassen; verbinden wir
die Schnittpunkte (AX, IIB) =« und (BX, ITA)=f, so ist die
Verbindungslinie «¢f = § die conjugirte Gerade zu & in Bezug auf
die Schaar, und indem wir die Gerade & um den festen Punkt P
drehen, umhiillt die in der angegebenen Weise construirte Gerade 9
den Polarkegelschnitt C®. Diese Construction gestattet, leicht die
Veriinderung zu iiberblicken, welche die Figur durch die Drehung von
® erfibrt; es beschreibt nimlich ¢ eine gerade Punktreihe auf 4B, X

¥ig. 5.
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eine mit ihr projectivische gerade Punktreihe auf CP, « und g mit
X, also auch mit einander projectivische Punktreihen auf ITB und
ITA, folglich umhiillt § einen Kegelschnitt C®, welcher I74 und
IIB beriithrt; auch ist leicht zu erkennen, dass er 4B zur Tangente
hat, dies geht daraus hervor, dass, wenn & mit PC zusammenfillt,
H auf AB zu liegen kommt. Auf den beiden Triigern ITA und IIB
sind mithin einmal 4 und B und dann B und e« je ein Paar ent-
sprechender Punkte der beiden projectivischen Punktreihen, folglich
liegt der Schnittpunkt (4de, BB) = X auf der Verbindungslinie der
Beriihrungspunkte der beiden Taiger (S. 93), oder, da X die Gerade
PC durchliuft, so ist PC die Polare von IT in Bezug auf den Polar-
kegelschnitt C®; ferner bhilden ITA, IIB, AB, aff ein dem Kegel-
schnitt umschriebenes Vierseit, dessen zwei Diagonalen XA, XB
sind; X4 und X5 sind also stets ein Paar conjugirter Strahlen in
Bezug auf den Polarkegelschnitt C®; insbesondere also auch U4 und
und CB, und auch CP und CII, weil II der Pol von CP ist; folg-
lich bestimmen diese beiden Paare conjugirter Strahlen das dem
Kegelschnitt C® zugehorige Strahlsystem in € und dieses coineidirt
mit dem Strahlsystem (C), welches, wie frither angegeben ist, von
den beiden gegebenen Strahlsystemen (A4) und (B) abhingt, indem
CA und OB ein Paar und CP und CIT ein zweites Paar conjugirter
Strahlen desselben sind. Die oben ausgesprochene Behauptung ist also
erwiesen und der Polarkegelschnitt C® des Punktes P in Bezug auf die
Schaar ist nunmehr dadurch bestimmt, dass er dem Dreieck ABIT
einbeschrieben ist und I7A und I7.B in denjenigen beiden Punkten
beriihrt, in welchen sie von PC getroffen werden.

§. 50. Die Kegelschnittschaar mit zwei reellen und zwei imaginéiren
gemeinschaftlichen Tangenten.

Die in §. 46 durchgefiihrte Untersuchung, welche iiber die besondere
Natur der in einer Kegelschnittschaar enthaltenen Kegelschnitte Auf-
schluss gab, beruhte wesentlich darauf, dass die Kegelschnittschaar
ein reelles gemeinschaftliches Tripel zyz besitzt, behilt also nur ihre
Giiltigkeit, wenn die Kegelschnittschaar entweder vier reelle gemeinschaft-
liche Tangenten hat oder vier imaginiire; es bleibt daher eine Liicke fiir
den Fall, wenn die Schaar zwei reelle und zwei imaginiire gemein-
schaftliche Tangenten besitzt, und diese Liicke auszufiillen ist der
gegenwiirtige Paragraph bestimmt, in welchem die dort gewonnenen
Resultate von einem neuen Gesichtspunkte aus den allgemeinen Polar-
eigenschaften der Kegelschnittschaar nochmals abgeleitet werden sollen,
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unabhiingig davon, ob das gemeinsame Tripel zyz ganz oder nur
zum Theil reell ist.

Gehen wir von der allgemeinsten Erzeugung der Kegelschnitt-
schaar aus vermittelst der beiden Strahlsysteme (A4) und (B), von
welchen das Strahlsystem (C) in bestimmter Weise abhiingt (S. 313),
und nehmen insbesondere die unendlich-entfernte Gerade &, so wird
deren conjugirte Gerade 9 in Bezug auf die Schaar die Mittelpunkte
m simmtlicher Kegelschnitte der Schaar enthalten. Der unendlich-
entfernte Punkt m_ dieser Geraden I ist der Mittelpunkt der ein-
zigen in der Schaar vorkommenden Parabel; von diesem Punkte m_
wollen wir den Polarkegelschnitt P in Bezug auf die Schaar be-
stimmen; derselbe muss eine Parabel sein, weil die Polare von m, in
Bezug auf die einzige in der Schaar vorkommende Parabel & selbst
ist und mithin &, eine Tangente von PO ist; folglich ist B eine
Parabel; sie berithrt M, weil M die conjugirte Gerade zu @ ist und
&, durch m_ geht; sie beriihrt ebenfalls A B; das Strahlsystem (C)
ist das ihr zugehorige, wie bei jedem Polarkegelschnitt O (8. 325).
Jede Tangente der Parabel B® trifft M in einem Punkte m, welcler
Mittelpunkt eines bestimmten Kegelschnitts der Schaar ist, und bildet
mit M zusammen ein Paar conjugirter Durchmesser dieses Kegel-
schnitts, weil diese beiden Strahlen und @&, ein Tripel conjugirter
Strahlen fiir einen solchen Kegelschnitt sind. Ziehen wir ferner m(C
und eine Parallele durch m zu AB, so haben wir ein zweites immer
reelles Paar conjugirter Durchmesser dieses Kegelschnitts der Schaar,
weil C und die Verbindungslinie 4B Pol und Polare fiir simmtliche
Kegelschnitte der Schaar sind. Durch diese beiden Paare conju-
girter Durchmesser ist das ganze Strahlsystem der conjugirten Durch-
messer fiir den Kegelschnitt der Schaar, dessen Mittelpunkt m ist,
vollstindig bestimmt, und die Natur dieses Strahlsystems giebt Auf-
schluss iiber die Natur des Kegelschnitts, ob er Ellipse oder Hyper-
bel ist. Wir kbonnen hiernach, indem wir eine veriinderliche Tangente
an der Parabel P@ herumbewegen, den Verlauf jenes Strahlsystems,
also die Natur der Kegelschnitte der Schaar verfolgen und gelangen
unabhingig von der Realitiit des gemeinsamen Tripels, von welchem
C und 4B immer reell sind, zu den Resultaten des §. 46, die aber
fir den Fall nur zweier reeller gemeinschaftlicher Tangenten der
Schaar eine Modification erleiden.

Zuvirderst ist es nun nothig, die Construction der Geraden I und
der Parabel @, wovon Alles abhiingt, genauer anzugeben. Die Gerade I
wird nach §. 49 so gefunden: Ein durch 4 zu BC gezogener Parallelstrahl
hat zu seinem conjugirten in dem Strahlsystem (4) den Strahl A4S, und ein
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durch B zu AC gezogener Parallelstrahl hat zu seinem conjugirten in dem
Strahlsystem (B) den Strahl BS; bezeichnet S den Schnittpunkt der
beiden so gefundenen Strahlen und o die Mitte von 4B, so ist oS
die gesuchte Mittelpunktslinie .

Ziehen wir sodann durch 4 und B Parallelen zu 3 und die zu
ihnen conjugirten Strahlen in den Strahlsystemen (A4) und (B), welche
sich in II, treffen, endlich durch C eine Parallele zu i, welche IT, 4
und I, B in e und f trifft, so ist derjenige Kegelschnitt, welcher
dem Dreiseit IT) A ecinbeschrieben ist und die Seiten 17,4, II, B in
den Punkten & und g berithrt, die gesuchte Parabel B@; sie berihrt
auch I und zwar, wie leicht zu erkennen ist, in demjenigen Punkte
my, welcher die Mitte des Abschnittes ist, den I, 4 und II, B auf I
ausschneiden; dieser Punkt my; ist der Mittelpunkt derjenigen Hyper-
bel, welche der Schaar angehort und die Gerade I zu einer Asym-
ptote hat, also durch den Punkt m_ geht, denn mj, ist der Schnibi-
punkt zweier zusammenfallenden Tangenten der Parabel B®, also
zweier zusammenfallenden conjugirten Durchmesser eines Kegelschnitts
d# Schaar. Die Verbindungslinie II,m; geht daher nach dem unend-
lich-entfernten Punkte der Parabel @ d. h. ist parallel mit der Axe
derselben. Hierdurch ist die Parabel 3 mehr als bestimmt, und
es ldsst sich der vorhin angedeutete Vorgang deutlich verfolgen,
wenn man aus den simmtlichen Punkten m der Geraden I die noch
iibrige zweite Tangente an die Parabel P@ legt. Bezeichnen wir mit
p,. den jedesmaligen unendlich-entfernten Punkt derselben, so be-
schreiben m auf M und p, auf @, zwei projectivische Punktreihen,
weil I und @ selbst Tangenten eines Kegelschnitts (der Parabel @)
sind und daher von allen iibrigen Tangenten desselben projectivisch
geschnitten werden; bezeichnen wir noch den unendlich-entfernten
Punkt von AB durch ¢, so sind nach dem Obigen mC.und mc, ein
Paar, mm_ und mp,_ ein zweites Paar conjugirter Durchmesser des-
jenigen Kegelschnitts der Schaar, dessen Mittelpunkt m ist, und durch
diese beiden Paare ist das ganze Durchmessersystem bestimmt. Um
zu entscheiden, ob ein Strahlsystem elliptisch oder hyperbolisch ist,
haben wir nachzusehen, ob ein Paar conjugirter Strahlen durch ein
zweites und dieses durch jemes getrennt wird oder nicht; dies lisst
sich leicht bei der obigen Figur verfolgen.

Wir konnen uns aber auch des in §. 46 angewendeten Hiilfsmittels
bedienen, indem wir das Strahlsystem parallel mit sich nach irgend einem
Punkte O eines Hiilfskegelschnitts € verlegen; die Durchbohrungssehne
je zweier conjugirter Strahlen mit dem Kegelschnitt €® liduft dann durch
einen festen Punkt P, und je nachdem dieser Punkt ausserhalb, innerhalb



Kegelschnittbiischel und Kegelschnittschaar. §. 50. 329

oder auf dem Kegelschnitte €® liegt, ist das Strahlsystem hyperbo-
lisch, elliptisch oder parabolisch. Verschiehen wir nun, wie in §. 46,
simmtliche Durchmessersysteme der Schaar ohne Drehung nach einem
beliebigen Punkte O eines Hiilfskegelschnitts €®, so bestimmt jedes
derselben einen Punkt P, und-den Ort simmtlicher Punkte P fiir die
ganze Schaar ermitteln wir folgendermassen: Die durch O zu mm
und mc_ gezogenen Parallelen treffen €@ in den festen Punkten 0 und
y; die zu mp_ durch O gezogene Parallele beschreibt ein Strahl-
biischel, welches perspectivisch liegt mit der Punktreihe p_, und die
zu mC gezogene Parallele durch O beschreibt ein Strahlbtischel, wel-
ches mit der Punktreihe m projectivisch ist; da nun die Punktreihen
m und Y, projectivisch sind, weil myp, die veriinderliche Tangente
der Parabel P® ist, so durchbohren die beiden letzten Strahlbiischel
den Kegelschnitt €® in Punkten, welche resp. mit den festen Punkten
0 und y auf € verbunden zwei projectivische Strahlbiischel liefern
miissen; der Schnittpunkt je zweier entsprechender Strahlen derselben
ist aber P, folglich ist der Ort der Punkte P ein neuer Kegelschnitt
C®  welcher mit €@ die beiden Punkte y und 0 gemein hat. Die
Punkte P dieses Kegelschnitts € bestimmen Sehnen auf €@, deren
Schnittpunkte mit O verbunden Strahlsysteme in O liefern, welche
den Durchmessersystemen der Kegelschnittschaar parallel laufen; den-
jenigen Punkten von €®, welche ausserhalb €@ liegen, entsprechen
also Hyperbeln in der Kegelschnittschaar, denjenigen Punkten inner-
halb €@ Ellipsen und den beiden Punkten p wnd o Parabeln, und
zwar ist nur die dem Punkte o entsprechende eine eigentliche Parabel,
withrend die dem Punkte p entsprechende die Doppellinie AB ist,
welche als- Parabel aufgefasst werden kann.

Zur weiteren Untersuchung miissen nun zwei Fille unterschieden
werden, niimlich ob der Punkt C 1) innerhalb oder 2) ausserhalb
der Parabel P® liegt. Da das dem Punkte ¢’ in Bezug auf die
Parabel P® zugehvrige Strahlsystem dasjenige ist, welches von den
beiden als gegeben angenommenen Strahlsystemen (4) und (B) ab-
‘hiingt (8. 313), und es im Falle 1) elliptisch, im Falle 2) hyperbolisch
ist, so hat die Kegelschnittschaar im ersten Falle zwei reelle und
zwei imaginiire gemeinschaftliche Tangenten (II und III), im zweiten
Falle entweder vier imaginiire oder vier reelle gemeinschaftliche Tan-
genten (I und IV). Im ersten Falle konnen nun die Kegelschnitte
€® und €@ ausser den Punkten y und o keinen Punkt weiter ge-
meinschaftlich haben, oder es kann weiter keins von den Durchmesser-
systemen parabolisch werden; denn damit ein Strahlsystem pa,rabohsch
sel, miissen zwei beliebige Strahlen desselben ein und denselben con-
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jugirten Strahl haben, welcher dann zu allen Strahlen der conjugirte
ist; es miissten also auch mm_ und mc, denselben conjugirten Strahl
haben, d. h. eine durch m gehende Tangente der Parabel miisste mit
mC zusammenfallen; da aber C innerhalb der Parabel PB® liegt, so
geht keine Tangente durch ihn, also schliessen wir: Fine Kegelschnitt-
schaar mit zwei veellen und zwei imaginéren gemeimschaftlichen Tangenten
zerfallt nur in eine Gruppe Ellipsen und eine Gruppe Hyperbeln, welche
von einander getrennt werden einmal  durch die einzige in der Schaar
vorkommmende Parabel und das andere Mal durch das emzige n ihr
vorkommende Punktpaar. Im zweiten Falle dagegen haben die beiden
Kegelschnitte €® und €® ausser den Punkten y und 0 noch zwei
andere Punkte gemein, welche parabolischen Strahlsystemen ent-
sprechen; die beiden aus C an die Parabel P® gelegten Tangenten
sind niimlich selbst, jede doppelt gedacht, als zwei besondere Parabeln
der Schaar aufzufassen und bllden mit AB zusammen das reelle ge-
meinschaftliche Tripel d. h. sind die drei Diagonalen des entweder
ganz reellen oder ganz imaginéiren vollstindigen Vierseits, welchem
die Kegelschnittschaar einbeschrieben ist. In diesem Falle bleiben die
im §. 46 gefundenen Resultate bestehen: Die Kegelschnittschaar be-
steht aus zwei Gruppen Ellipsen und zwei Gruppen Hyperbeln, welche
durch vier Parabeln von einander getrennt werden u. s. £ Auch die
interessanten Folgerungen, welche sich aus der Untersuchung des Kegel-
schnitts € in §. 47 ergaben, bleiben hier bestehen mit der Modi-
fication, welche aus der abweichenden Beschaffenheit der Kegelschnitt-
schaar von zwei reellen und zwei mmgmaren gememschafthchen Tan-
genten sich von selbst ergiebt.

Es ist der Vollstindigkeit wegen noch der Uebergangsfall zu
untersuchen, wenn der Punkt C' auf der Parabel B® selbst liegt; in
diesem Fall ist das Strahlsystem (') parabolisch, die beiden Asym-
ptoten fallen zusammen in eine Gerade, die Tangente in C'an der Pa-
rabel B®; diese Asymptoten sind aber zwei Diagonalen des vollstiin-
digen Vierseits, welchem die Kegelschnittschaar einbeschrieben ist,
und da sie zugeordnete harmonische Strahlen mit €4 und CB sind,
so muss der Strahl, in welchem sie zusammenfallen, entweder durch
A oder durch B gehen; nehmen wir an, er gehe durch B, so zeigt
sich, dass das durch B gehende Seitenpaar des vollstindigen Vierseits
zusammenfillf, also das Strahlsystem () ebenfalls parabolisch wird,
d. h. die Kegelschnittschaar den speciellen Charakter annimmt, in
einem festen Punkte B bestindig dieselbe feste Tangente BC und
ausserdem zwei reelle oder imaginire gemeinschaftliche Tangenten,
die durch A gehen, zu besitzen, je nachdem das gegebene Strahl-
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system (A4) hyperbolisch oder elliptisch ist. Die Kegelschnittschaar
specialisirt sich also in diesem Uebergangsfalle derart, dass zwei von
den gemeinschaftlichen Tangenten zusammenfallen.

§. 51. Conjugirte Kegelschnittbiischel.

Die in §. 42 angegebene Erzeugung des Kegelschnittbiischels aus
- zwei beliebig in der Ebene angenommenen geraden Punktsystemen,
welche gleichzeitig simmtlichen Kegelschnitten des Biischels zuge-
horen, fihrt unmittelbar zu einer eigenthiimlichen Verbindung von drei
Kegelschnittbiischeln, welche conjugirt genannt werden und ganz
dieselben Kigenschaften besitzen, wie zwei conjugirte Kreisbiischel*)
und ein von ihnen abhingiges Biischel gleichseitiger Hyperbeln. In-
dem wir bei der folgenden Untersuchung dieser Eigenschaften nur
einen Fall ins Auge fassen und zwar der Einfachheit wegen denjeni-
gen, fiir welchen die wesentlichsten Theile der Figur reell werden,
‘wird es mnach Anleitung der vorigen Auseinandersetzungen keine
Schwierigkeit mehr haben, die iibrigen Fille, in welchen gewisse
Theile der Figur imaginir werden, gleicherweise auszufithren und die
dabei eintretenden Modificationen zu ermitteln.

"Wir gehen von zwei hyperbolischen Punktsystemen (z, £) und
(y, m) auf den Trigern U und B aus, mit den Asymptotenpunkten
g, b und g'l (Fig. 76), also von einem Kegelschnittbiischel mit vier

Fig. 76.

reellen Grundpunkten ghg'/’. Von diesen beiden als gegeben angenomme-
nen Punktsystemen hingt nun ein drittes in gewisser Weise ab; dem
Schnittpunkt (%, B) = p, im ersten Punktsystem aufgefasst, entspricht
nimlich der conjugirte Punkt z und als & im zweiten Punktsystem
der conjugirte Punkt o; die Verbindungslinie mo, welche € heisse, ist
der Triger eines bestimmten dritten Punktsystems (z, £), welches -

#) J. Steiner: Binige geometrische Betrachtungen, Crelle’s Journal f. Math.
Bd. I, Seite 168.
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dadurch entsteht, dass wir die Schnittpunkte von € mit den Ver-
bindungslinien zy und £x oder auch z% und y& als je ein Paar con-
Jjugirter Punkte z und § auffassen. Es ist in §. 42 bewiesen, dass,
wie auch die beiden Paare x§ und y% aus den ersten beiden Punkt-
‘systemen gewilhlt werden mogen, 2§ immer einem und demselben
dritten Punktsystem angehiren, und dass dieses inshesondere hyper-
bolisch ist in dem unserer Betrachtung zu Grunde gelegten Falle,
wenn (z, &) und (y, ) hyperbolische Punktsysteme sind; seine Asym-
ptotenpunkte ¢”%” sind diejenigen Punkte, in welchen gg° und g%’ oder
auch &l und hg die Gerade € treffen, so dass also:

(99, W) =g"  (g¥, hg') =1~

und die sechs Asymptotenpunkte ghg'l'g” " die Ecken eines vollstéin-
digen Vierseits sein miissen, als dessen drei Diagonalen die Triger
ABE auftreten. Die beiden Punktsysteme auf U und B erzeugen ein
Kegelschnittbiischel, welches die vier Grundpunkte ghg'Z’ hat; die
Kegelschnitte dieses Biischels treffen € in je zwei Punkten 2§ ihres
Punktsystems d. h. haben ¢”%” zu conjugirten Punkten; nehmen wir
irgend ein Paar z{ als Mittelpunkte zweier Strahlbiischel, die nach
den Punkten x§ eines veriinderlichen Punktpaares auf U (oder auch
nach ym, einem verinderlichen Paare auf B) hingehen, so erzeugen
diese beiden projectivischen Strahlbiischel einen Kegelschnitt des
Biischels (ghg h) und pg”k” ist das gemeinschaftliche Tripel dieses
. Biischels.  Die Schnittpunkte von € mit 2 und B, welche wir = und
o genannt haben, sind aber auch gleichzeitig ein Paar conjugirter
Punkte des Systems (z, §), und in diesem Sinne bezeichnen wir sie
mit 7 und g.

Es liegt jetzt nahe, ebenso wie das durch die beiden Punkt-
systeme (z, £) und (y, %) hervorgerufene Kegelschnittbiischel ein
zweites Kegelschnittbiischel aus den beiden Punktsystemen (z, £) und
(#, £) und ein drittes aus den Systemen (y, %) und (2, §) hervorgehen
zu lassen; diese drei Kegelschnittbiischel wollen wir durch:

[A] mit den Grundpunkten g'A'g"h”

f8) i k g N gh

8- e “ ghg ¥
bezeichnen und conjugirte Kegelschnittbiischel nennen. Solche drei Kegel-
schnittbiischel hiingen in eigenthiimlicher Weise mit einander zusam-
men und bieten eine Reihe von merkwiirdigen Eigenschaften dar,
* welehe im Folgenden abgeleitet werden sollen.

Durch einen beliebigen Punkt s in der Ebene gehen drei Kegel-
schnitte ABC, deren jeder beziehungsweise einem der drei conju-
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girten Biischel angehort; von diesen drei Kegelschnitten schneiden
sich je zwei ausser in den drei ersichtlichen Punkten noch in einem
jedesmaligen vierten, nimlich:
B und € in den Punkten ¢ % s und ¢
(CRRasaY. S s - ghs - @
7 L e [ S SR 4
Die drei Punkte 66’6¢” liegen in gerader Linie; durch den Punkt
s giebt es niimlich im Allgemeinen zwei Strahlen, die sowohl U wie
B in je einem Paare conjugirter Punkte der auf ihnen befindlichen
Punktsysteme, folglich auch € in einem Paare seines Punktsystems
treffen; allerdings kinnen, da die beiden Punktsysteme (z, £) und (v, %)
hyperbolisch angenommen sind, jene beiden Strahlen durch s auch
imaginir werden, welchen Fall wir nachher untersuchen wollen; seien
zuerst die beiden Strahlen durch s reell und so beschaffen, dass, wenn
der eine die Triger ABE in abe trifft, der andere ihnen in den con-
jugirten Punkten «pyp begegnet, dann sind die Schnittpunkte:
(aB, ba) =6" (ay, ca)=2d6 (by, ¢f)=ga
und liegen in gerader Linie (Seite 100). Da niimlich ae und b8
zwei Paare conjugirter Punkte sind fiir das Biischel [€], so sind auch
(Seite 153) (ab, af)=3s und (ap, ba)= 6" ein Paar conjugirter
Punkte fiir das ganze Biischel [€]; ebenso ist ¢ der conjugirte Punkt
zu s fiir das Biischel [U] und ¢ fiir das Biischel [B]. Die Tangenten
in s an den drei Kegelschnitten 4B gehen also resp. durch ¢¢’d”;
es trifft aber der Kegelschnitt 4 die Gerade U in den obigen Punkten
a und ¢, denn die beiden Strahlbiischel mit den Mittelpunkten  und «,
welche na.ch den Paaren conjugirter Punkte (y, %) oder (2, {) hin-
gehen, erzeugen den Kegelschnitt 4, weil ab und «p sich in s treffen
-und durch diesen einen Punkt der Kegelschnitt des Biischels [9] schon
bestimmt ist; hieraus folgt, dass auch (aff, «b) = ¢” ein Punkt des
Kegelschnitts 4 sein muss; andererseits trifft der Kegelschnitt B die
Gerade B in den Punkten b und B, folglich ist auch (be, fa)=o”
ein Punkt des Kegelschnitts B, und da die Kegelschnitte 4 und B
bereits die drei Punkte sg”/” gemein haben, so ist ¢” ihr vierter
gemeinschaftlicher Punkt; in gleicher Weise folgt, dass (by, ¢f) = ¢
der vierte Schmttpunkt der Kegelschnitte B und ¢, und endlich, dass
(ca, ay) =@  der vierte Schnittpunkt der Kegelschnitte 4 und C' ist.
Wir haben also folgendes Ergebniss:

Hat man drei conjugirte Kegelschnittbiischel, so geht durch einen be-
liebigen. Punkt s in der Ebene aus jedem Diischel je ein Kegelsclmitt;
diese drei Kegelschnitte ABC haben zu je zweien noch einen vierten
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gemeinschaftlichen Punkt, wund zwar B und C den Punkt ¢, C und A4
den Punkt o', A wnd B den Punkt ¢”; die drei Pumkte 6’6" liegen
in einer Geraden 8, wnd die drei Strahlen s6, so’, s¢” sind die Tan-
genten der drei Kegelschnitte ABC im Punlite s; die Punkte 66’ ¢” sind
ferner die conjugirten Punkte von s in Bezug auf dic drei comjugirten
Biischel. Die drei Kegelschnitte A BC treffen endlich im Allgemeinen die
Triger ABEC der drei erzeugenden Pumktsysteme in drei  conjugirten
Punktpaaren ae, bf, cy, und von diesen sechs Punlkten liegen zweimal
drei in je einer Geraden: abeund afy, welche beiden Geraden selbst durch
s gehen; diese drei Punktpaare sind entweder alle drei veell oder alle drei
imagindr. Die sechs Grundpunlite der drei conjugirten Kegelschnittbiischel
bilden ein vollstindiges Vierseit, und es gicbt eine Kegelschnittschaar, welche
dem letzteren einbeschrieben ist; von den beiden mdiglichen Kegelschnitten
dieser Schaar, welche durch s gehen, sind die beiden Tangenten in s die
vorigen Geraden abe und afy und daher die Asymptoten desjenigen
Strahlsystems, welches von den Tangentenpaaren aus s an die Kegelschnitt-
schaar gebildet wird. Der Polarkegelschmitt von s in Besug auf diese
Kegelschnittschaar beriihrt die Geraden abc und efy und st ausserdem
dem Diagonaldreieck opr des vollstiimdigen Vierseits einbeschrieben; die
Punkte 66’ 6"’ sind die Pole der drei Strahlen so, sr, sp in Bezug auf
den genannten Polarkegelschnitt, und die Gerade £ ist also die Polare von
s in Bezug auf denselben. Das Letztere folgt unmittelbar daraus, dass
aabf ein diesem Polarkegelschnitt umschriebenes Viereck ist, dessen
Diagonaldreieck s¢”p ein Tripel in Bezug auf denselben bildet.

Wir miissen jetzt dieselben Resultate auch fiir den andern mog-
lichen Fall nachweisen, wenn niimlich die beiden durch den angenom-
menen Punkt s gehenden Strahlen, welche die Triiger der drei Punkt-
systeme (z, £) (v, ) (2, £ gleichzeitig in drei Paaren conjugirter
Punkte treffen, nicht reell sind. Hierzu construiren wir den dem
s conjugirten Punkt in Bezug auf das Biischel [2], dessen Grund-
punkte ¢'h'g”h"” sind und dessen gemeinschaftliches Tripel gho ist;
wenn wir also sg, sh, so ziehen und die vierten harmonisch-zugeord-
neten Strahlen bestimmen, indem jedes Seitenpaar des vollstéindigen
Vierecks ¢ %' g’ k" das andere Paar zugeordneter Strahlen ist, so
sind diese drei vierten Harmonischen die Polaren von s in Bezug
auf die drei Linienpaare des Biischels [%] und schneiden sich in dem
zu § conjugirten Punkte ¢; also sind die vier Strahlen ¢ (¢'h's6) vier
harmonische Strahlen, ebenso auch % (¢'4's6) und in gleicher Weise
g (¢"W'sé) und h (¢°h”sc); aus der Gleichheit der Doppelverhilt-
nisse: ;

g(gWso)=nh(glse)



Kegelschnittbtischel und Kegelschnittschaar. §. B1. & 33D

folgt aber, dass die sechs Punkte ghg 'seo auf einem Kegelschnitt
liegen, und aus der Gleichheit der Doppelverhiltnisse:
g(g'l'se)="h(g"V sa),

dass die sechs Punkte ghg”/"sc auf einem Kegelschnitt liegen; diese beiden
Kegelschnitte B und C, welche den Biischeln [B] und [€] angehiren und
durch s gehen, schneiden sich also in dem vierten Punkte o, welcher
der conjugirte ist zu s in Bezug auf das Biischel [¥] und also in der
Tangente eines durch die fiinf Punkte ¢'/'¢"h"s gelegten Kegelschnitts
A an dem Punkte s sich befindet. Die in gleicher Weise fiir die
Kegelschnitte 4 und B, 4 und C ersichtliche Eigenschaft bestitigt
somit den ersten Theil des obigen Satzes. Da die fiinf Punkte g'4'g"h"s
auf einem Kegelschnitte A liegen, dessen Tangente so ist, so werden,
wenn wir die Strahlen s¢’, sk’ als ein Paar conjugirter Strahlen, sg”,
sk’ als ein zweites Paar eines neuen Strahlsystems auffassen, deren
Durchbohrungssehnen ¢'%’ und ¢”%” mit A sich in o treffen, so und
sg ein drittes Paar dieses Strahlsystems (s) sein (S. 151). Dieses
Strahlsystem (s), welches durch die beiden Strahlenpaare sg’, sh” und
sg’, sh” bestimmt wird, hat auch sg und sk zu einem Paare conju-
girter Strahlen und ist dasjenige, welches von den Tangentenpaaren
aus s an die Kegelschnittschaar gebildet wird, welche dem vollstiin-
digen Vierseit ghg W' g’h” einbeschrieben ist, oder (Seite 324) das-
jenige Strahlsystem, welches dem Polarkegelschnitt des Punktes s in
Bezug auf diese Kegelschnittschaar zugehort; folglich sind so und se
ein Paar conjugirter Strahlen fiir den *genannten Polarkegelschnitt;
andererseits beriithrt dieser Polarkegelschnitt die Seiten des Diagonal-
dreiecks orp, und o6 ist, wie wir gesehen haben, der vierte harmoni-
sche Strahl zu os, or, op, dem os zugeordnet, also sind auch os und
06 conjugirte Strahlen in Bezug auf den Polarkegelschnitt und daher
6 der Pol von so in Bezug auf denselben; in gleicher Weise folgt,
weil der Polarkegelschnitt von s in Bezug auf die dem vollstiindigen
Vierseit einbeschriebene Schaar unveriindert bleibt, dass der Pol von
7s der Punkt ¢" und von ps der Punkt ¢” ist, und da die drei Strahlen
0s, rs, ps darch einen. Punkt s gehen, so miisgen die drei Pole 66'¢”
in einer Geraden ¥ liegen, welche die Polare von s ist. Hierdurch
ist der zweite Theil des obigen Satzes erwiesen und damit zugleich
ein elementarer Satz gewounnen:

Wenn man die drei Paare der Gegenecken eines vollstindigen Vierseits
gh, g W, g'h" mit einem beliecbigen Punkte s der Ebene verbindet und zu
Jedem dieser Strahlen den vierten harmonischen Strahl construirt, z. B.
zu gs und den beiden sich i g kreuzenden Seiten des Vierseits den
vierten harmonischen, welcher gs zugeordnet ist, ebenso zu hs w. s. f., so
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schmeiden sich solche Strahlen, die durch je zwei Gegenecken, 2. B. g und
h gehen, in einem Punkte 6, die vierten harmonischen Strahlen durch ¢
und W in & und die durch g und I’ in &' dergestalt, dass die drei
Schnittpunkte 66’ 6" in eimer Geraden liegen.

Ein besonderer Fall des polaren Nebensatzes ist sehr bekannt,
némlich: ,, Die Verbindungslinien der Mitten der drei Seitenpaare eines
vollstindigen Vievecks laufen durch einen Pumkt® (Schwerpunkt).

Die drei conjugirten Kegelschnittbiischel [2][8B][€] haben weitere
bemerkenswerthe Eigenschaften: Legt man aus irgend einem Punkte
a der Geraden U das Tangentenpaar an einen Kegelschnitt B des
Biischels [8B], dessen Grundpunkte ghg”/” sind, und mogen die Be-
rithrungspunkte ¢# heissen, so geht die Polare ## von a in Bezug
auf B durch den conjugirten Punkt a des Punktsystems (z, £), weil
« der vierte harmonische, dem a zugeordnete Punkt zu agh ist. Die
vier Punkte ghtt auf dem Kegelschnitt B besitzen aber die Kigen-
schaft, dass sie mit irgend einem andern Punkte dieses Kegelschnitfs
verbunden vier harmonische Strahlen liefern (8. 125), folglich sind
ebensowohl ¢” (ghtt), als auch &” (ghtt’) je vier harmonische Strahlen
und aus der (leiehheit der Doppelverhiiltnisse:

g (ohtt) =N (hott) . . . . . (B 12)-

ergiebt sich, dass die Schnittpunkte entsprechender Strahlen, also die
vier Punkte ¢ /'t¢ mit ¢g”%” auf einem Kegelschnitt A4 liegen und dass
die Punkte ¢ /'t{’ vier harmonische Punkte dieses Kegelschnitts A
sind (8. 125), falglich ## durch den Pol von ¢/’ gehen muss; der Pol
von ¢’/ in Bezug auf den Kegelschnitt A4 muss aber auf gh liegen,
weil ogh ein Tripel in Bezug auf diesen Kegelschnitt ist, also ist der
Schnittpunkt von #¢#' mit gk, d. h. der Punkt & der Pol von ¢’k und
a«g und e/’ sind Tangenten des Kegelschnitts 4 in den Punkten
g I. Da ferner ogh das Diagonaldreieck des vollstindigen Vierecks
gl g'h” ist und die Tangenten des dem letzteren umschriebenen
Kegelschnitts 4 in ¢'h" sich auf der Diagonale gh im Punkte «
treffen, so miissen " auch die Tangenten des Kegelsehnitts 4 in
g’k sich auf der Diagonale g¢gh schneiden in dem zu ghe har-
monisch liegenden, dem « zugeordneten Punkte, also in a. Der Kegel-
schnitt 4 hat also ag” und a% zu Tangenten in den Punkten g’ und A”.
Fassen wir das Gefundene zusammen, so ergiebt sich: Legt man aus
irgend einem Punkte a der Geraden U das Tangentenpaar an einen
Kegelschnitt des Biischels [B], so liegen die Berithrungspunkte auf einem
Kegelschnitt 4, welcher durch die vier Punkte ¢'%'¢ k" geht und ag”,
al’ zu Tangenten hat; verindern wir daher den Kegelschnitt B des
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Biischels [B], halten aber den Punkt a« fest, so veriindern sich die
Beriihrungspunkte ¢#, withrend der Kegelschnitt 4, auf welchem sie
liegen miissen, derselbe bleibt, also: :

Legt man aus irgend einem Punkte ‘a der Geraden A an simmiliche
Kegelschnitte des Biischels [B)] die Tangentenpaare, so ist der Ort ihrer
Beriilrungspunkte ein  bestimmter Kegelschnitt A des Biischels [U],
welcher ag”, ak” zu Tangenten hat. Weil dieser Kegelschnitt 4
aber auch «g und «k’ zu Tangenten hat, so folgt: Legt man aus
irgend eimem Punkte o der Geraden N an simmitliche Kegelschnitte des
Biischels (€] die Tangentenpaare, so ist der Ort ihrer Beriilwungspunkte
ein bestimmter Kegelschnitt A des Biischels [W], welcher «g, ek’ zu
Tangenten hat, und zwar entsteht, wenn o und « harmonisch liegen zu
‘g, h, fir den Punkt a und das Biischel [B] derselbe Kegelschnitt A
wie fiir den Punkt o« und das Biischel [§), ebenso auch fiir den Punkt
a und das Biischel [C] derselbe Kegelschnitt A, wie fiir den Punkt o
und das Biischel [B]; die Kegelschnitte A und A sind aber wver-
schieden; sie gehiren beide dem Biischel () an, aber der erstere hat ag’”,
al” zu Tangenten, der andere ag', al' und zugleich der erstere g, «l/,
der andere ay”, ol.

Veriindern wir jetzt den Punkt @ (und &) auf A, so durchliuft
der Kegelschnitt 4 (und A) das ganze Biischel [U], und die Kegel-
schnitte 4 und A erfiillen dasselbe auf doppelte Weise. Wir
sehen hieraus, wie das Biischel [U] aus dem conjugirten Biischel [B]
oder [€] hervorgeht; in gleicher Weise entsteht das Biischel [8] aut
doppelte Art aus den Biischeln [U] und [€] und endlich das Biischel
[€] aus den Biischeln [¥] und [B]. Geht man andererseits von einem
beliebigen Kegelschnittbiischel mit vier Grundpunkten aus, so kann
man die beiden andern zu ihm conjugirten Biischel dadurch ableiten,
dass man ein Linienpaar des ersten Kegelschnitthiischels aunffasst, in
der einen gemeinschaftlichen Secante dieses Linienpaars einen Punkt a
annimmt und aus @ die Tangentenpaare an siimmtliche Kegelschnitte
des Biischels legt; dann liegen die Beriihrungspunkte auf einem
Kegelschnitt, welcher mit der Veriinderung von o das eine conjugirte
Biischel erzeugt; in gleicher Art liefert die andere gemeinschaftliche
Secante das dritte conjugirte Biischel. Kommen in dem anfiinglich
angenommenen Biischel drei reelle Linienpaare vor, so giebt es drei-
mal solche je drei conjugirte Biischel, im Ganzen also sieben Kegel-
schnittbiischel, da das urspriingliche dreimal ziihlt.

Die beiden oben betrachteten Kegelschnitte 4 und A stehen
mit den heiden Punkten @ und «, welchen sie entsprechen, in einem

eigenthiimlichen Zusammenhange: Da der Ort der Beriihrungspunkte
Steiner, Vorlesungen II. 2. Aufl. 22
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aller an die Kegelschnitte des Biischels [®B] aus dem Punkte a gelegten
Tangentenpaare der Kegelschnitt A ist, so wird es, wenn irgend
eine durch a gelegte Transversale den Kegelschnitt 4 in den Punkten
¢t und 7 trifft, zwei Kegelschnitte des Biischels [B] geben, welche die
Transversale in den Punkten ¢ und z beriithren, und es werden daher
t und 7 die Asymptotenpunkte desjenigen Punktsystems sein, welches
von den Kegelschnitten des Biischels [B] auf der Transversale aus-
geschnitten wird. Betrachten wir nun den Kegelschnitt A, der durch
gl gl geht, und dessen Tangenten ag’, ak’ sind; moge die vorige
durch @ gezogene Transversale ihn in » und ¢ treffen, so sind g'A're
vier harmonisch gelegene Punkte dieses Kegelschnitts (S. 124), folglich

g (ghre) und k" (g'hre) )
je vier harmonische Strahlen; aus der Gleichheit der Doppelverhilt-
nisse, welche den Werth — 1 haben:

g  (Ghre) =N (Kg're)

folgt aber, dass die sechs Punkte ghrog”h” auf einem Kegelschnitte
liegen, welcher natiirlich dem Biischel [B] angehort; es sind daher
r, o ein Paar conjugirter Punkte jenes Punktsystems aunf der Trans-
versale, welches ¢ und 7 zu Asymptotenpunkten hat; », o liegen daher
zu t, v harmonisch, und diese vier Punkte sind in der Art paarweise
zugeordnet, dass je zwei Schnittpunkte mit einem der Kegelschnitte
A und A zugeordnete Punkte sind; jede durch den Punkt a ge-
zogene Transversale trifft demnach die beiden Kegelschnitte A und
A in vier harmonisch gelegenen Punkten, von denen je zwei Schnitt-
punkte mit demselben Kegelschnitt zug'eordnete sind; dasselbe gilt
offenbar fiir den Punkt « Das Verhalten der heiden Kegelschnitte
A und A zu den Punkten ¢ und e« ist mithin genau dasselbe, wie
es in der Kreistheorie bei zwei sich rechtwinklig schneidenden Kreisen
und ihren Mittelpunkten sich darbietet; hat man zwei sich rechtwink-
lig schneidende Kreise, so ist aus den Elementen bekannt, dass jede
durch einen der beiden Kreismittelpunkte gehende Transversale die
Kreise in vier harmonisch gelegenen Punkten trifft, von denen die
Schnittpunkte mit je einem Kreise zugeordnmete sind. Die Verallge-
meinerung dieser Eigenschaft besteht nunmehr in folgendem Satze:

Legt man aus irgend einem Punkie o einer gemeinschaftlichen Se-
cante eines Kegelschnittbiischels dic Tangentenpaare an dassclbe, so liegen
die Beriilwungspunkte auf eimem Kegelschnitt A; legt man aus dem
conjugirten Punlite e zu a in Besug auf das Biischel ebenfalls die Tan-
gentenpaare an die Kegelschwitte des Diischels, so liegen die Beriilrungs-
punkte auf eimnem andern Kegelschnitt A; die beiden Kegelschnitte A
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und A haben zw den Punkten a wund e die eigenthiimliche Lage, dass
jede durch a oder & gehende Tramsversale von den beiden Kegelschnitten
in wvier harmonischen Punkten getroffen wird, von denen je swei Schnitt-
punkite desselben Kegelschnitts zugeordyete sind.

Weitere Eigenschaften, welche conjugirte Kegelschnitthiischel dar-
bieten (wenn z. B. aus einem beliebigen Punkte der Ebene die Tangenten-
paare an die Kegelschnitte der Biischel gelegt werden, wobei die Be-
rithrungspunkte auf einer Curve dritten Grades liegen, und diese drei
Curven dritten Grades in Bezug auf die conjugirten Kegelschnitt-
biischel in eigenthiimliche Verbindung treten), miissen wir hier iber-
gehen, um nicht die Grenzen, welche diesem Buche gesteckt sind, zu
iiberschreiten. Es bleibt noch iibrig, den im Kingange dieses Para-
graphen Leriihrten besonderen Fall von drei conjugirten Kegelschnitt-
biischeln, welcher schon in den Elementen auftritt, mit dem hier be-
handelten allgemeinen Falle in Verbindung zu setzen. Nehmen wir
nimlich an, dass von den drei erzeugenden Punktsystemen (z, &) (v, 1)
und (z, §) eines den besonderen Charakter hat, dass sein Triger die
unendlich - entfernte Gerade &_ ist und dasselbe aus allen Paaren
unendlich-entfernter Punkte besteht, welche in je zwei zu einander
rechtwinkligen Richtungen liegen, also dasjenige Punktsystem auf ®_,
dessen Asymptotenpunkte die beiden lmagindren Kreispunkte auf der
unendlich - entfernten Geraden sind (Seite 78); ist (x, §) dieses be-
sondere Punktsystem, dessen Triiger U also ®_ ist, dagegen (y, 7)
ein beliebiges, etwa hyperbolisches Punktsystem mit den Asymptoten-
punkten ¢'%" auf dem Triger B, so wird der Triiger € des dritten
Punktsystems diejenige Gerade sein, welche in dem Mittelpunkte o des
Punktsystems (y, %), der dem unendlich-entfernten conjugirt ist, d. h.
in der Mitte o zwischen ¢'%" senkrecht steht anf B, und das dritte
Punktsystem (z, £) auf €, welches nothwendig ein elliptisches sein
muss (8. 254), wird erhalten, indem wir durch y einen beliebigen Strahl
yz und durch % einen darauf senkrechten n¢ ziehen, welche € in #
und § treffen; o wird ebenfalls der Mittelpunkt dieses Punktsystems
sein, und 2{ liegen nach entgegengesetzten Seiten von o so, dass

oy .om+0z.0f=0

ist, d. h. die Potenzen der beiden Punktsysteme auf B und € gleich
aber entgegengesetzt werden. Die von solchen drei Punktsystemen
erzeugten conjugirten Kegelschnittbiischel nehmen einen besonders ein-
fachen Charakter an, indem zwei von ihnen conjugirte Kreisbiischel werden,
und das dritte ein Biischel gleichseitiger Hyperbeln wird, welches in

den Elementen unerwihnt zu bleiben pflegt. Tn der That, das Biischel
22 #
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[€] wird ein gewdhnliches Kreisbiischel, welches durch die beiden
reellen gemeinschaftlichen Punkte g2’ geht, weil die imaginiren Kreis-
punkte auf & _ allen Kegelschnitten dieses Biischels gemeinschaftlich
sind, letztere also alle Kreise wegden; diese Kreise haben ihre Mittel-
punkte auf € und treffen € in je zwei conjugirten Punkten des Punkt-
systems (z, §). Das Biischel [8] wird ebenfalls ein Kreisbiischel mit der
ideellen gemeinschaftlichen Secante €; es hat niimlich seine Mittel-
punkte auf B, und jeder Kreis desselben trifft B in je zwei conjugirten
Punkten y, u des gegebenen Punktsystems; die Kreise dieses Biischels
haben also die Strecken zwischen je zwei conjugirten Punkten g% zu
Durchmessern. Die Asymptotenpunkte ¢’/ repriisentiren insbesondere
die Nullkreise dieses Biischels. Die beiden genannten Kreishiischel
heissen bekanntlich conjugirte Kreisbiischel, indem jeder Kreis des
einen jeden des andern rechtwinklig schneidet. Das dritte Biischel []
besteht endlich aus lauter gleichseitigen Hyperbeln, welche die reellen
Punkte ¢'h’" zu reellen Grundpunkten haben und das Punktsystem
(#, £) auf dem Triiger € zu demjenigen, welches allen Kegelschnitten
dieses Biischels zugehort; dadurch ist es schon bestimmt und besteht
offenbar aus lauter gleichseitigen Hyperbeln, da es den oben (8. 308) auf-
gestellten Bedingungen dafiir geniigt, dass ein Biischel mit zwei
reellen und zwei imaginiren Grundpunkten ein Biischel gleichseitiger
Hyperbeln sei; je zwei unendlich-entfernte Punkte in zwei zu einander
rechtwinkligen Richtungen sind also die unendlich-entfernten Punkte
einer Hyperbel dieses Biischels; der Punkt o ist der Mittelpunkt aller
dieser Hyperbeln; der Mittelpunktskreis reducirt sich daher auf einen
Punkt o, und je zwei durch o gehende rechtwinklige Strahlen sind
die Asymptoten einer Hyperbel dieses Biischels; da die Hyperbeln
ausserdem durch die reellen Punkte ¢'#" gehen, so sind sie leicht zu
construiren. (8. 120.) (Vgl. §. 61.)

Wir erwihnen noch im Allgemeinen, dass bei drei conjugirten
Kegelschnittbiischeln hinsichtlich ihrer besonderen Beschaffenheit iiber-.
haupt nur zwei Fille eintreten konnen; entweder 1) hat jedes der
drei conjugirten Biischel vier reelle Grundpunkte, was der von uns
behandelte Fall ist, oder 2) eines der drei conjugirten Biischel hat
zwei reelle und zwei imaginiire Grundpunkte, das andere ebenfalls,
und das dritte vier imaginire Grundpunkte, wovon die beiden Kreis-
biischel und das Biischel gleichseitiger Hyperbeln einen hesonderen
Fall bilden; denn nach §. 42 (S. 2564) hiingen die drei erzeugenden
Punktsysteme (x, &) (¥, 1) (2, §) immer so mit einander zusammen,
dass entweder alle drei hyperbolisch oder eines hyperbolisch und die
beiden andern elliptisch sind.
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Der in diesem Paragraphen durchgefiihrten Betrachtung steht die
gleichlaufende polare Nebenbetrachtung zur Seite, welche von zwei
beliebig angenommenen Strahlsystemen ausgeht (wie auf S. 312), von
denen ein drittes in bestimmter Weise abhiingt; diese drei Strahl-
systeme bestimmen, zu je zweien in Verbindung gebracht, drei comju-
girte Kegelschnittschaaren, deren Eigenschaften in ganz gleicher Weise,
wie die obigen der conjugirten Biischel, abgeleitet werden konnen. Da
diese Uebertragung ohne alle Schwierigkeit ausgefithrt werden kann,
so iibergehen wir dieselbe, sowie die Wiederholung der gewonnenen
Resultate, welche fast gleichlautend ausgesprochen werden konnen
unter der bekannten Verinderung in der Bedeutung der angewendeten
Bezeichnung. (Siehe Aufgaben und Siitze.)

§. 52. Besondere Fille von Kegelschnitt-Biischeln und -Schaaren:
Kegelschnitte, die sich doppelt beriihren, confocale Kegelschnitte.

Kegelschnitt-Biischel und -Schaaren bieten eine Anzahl von be-
sonderen Fillen dar, welche hervorgehen aus der besonderen Beschaffen-
heit und Lage der sie erzeugenden Gebilde oder bestimmenden Ele-
mente, und welche von grosserem oder geringerem Interesse sind.
Wir haben bereits als besondere Schaar die einem Dreiseit einbe-
schriebene Parabelschaar gefunden, welche die unendlich-entfernte Ge-
rade zur vierten gemeinschaftlichen Tangente hat, ferner das Biischel
gleichseitiger Hyperbeln, dessen vier Grundpunkte in eigenthiimlicher
Verbindung stehen, endlich das Kreisbiischel, welches aus den Ele-
menten bekannt ist, aber auch aus der allgemeinen Erzeugung durch
zwei Punktsysteme hervorgeht, wenn das eine derselben dasjenige ist,
welches auf der unendlich-entfernten Geraden durch je zwei in recht-
winkligen Richtungen liegende Punkte bestimmt wird, und dessen
Asymptotenpunkte die imaginiiren Kreispunkte sind. In diesem Para-
graphen sollen noch einige besondere Fille anderer Art untersucht
werden.

Wenn von den beiden erzeugenden Punktsystemen (z, £) und
(¥, n) auf den Trigern U und B, welche siimmtlichen Kegelschnitten
des Biischels gleichzeitig zugehoren, eines parabolisch ist, d. h. seine
beiden Asymptotenpunkte zusammenfallen (es seien g und % auf ),
so hat dieser Punkt zu seinem conjugirten jeden beliebigen andern
des Triagers und jeder beliebige Punkt des Triigers wiederum g zu
seinem conjugirten (8. 52);. die Gerade €, welche die conjugirten
Punkte des Schnittpunktes (U, B) in beiden Punktsystemen verbindet,
geht also durch g, und das dritte Punktsystem (2, £) auf € wird
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folglich auch parabolisch und hat ebenfalls seine zusammenfallenden
Asymptotenpunkte in g. Alle Kegelschnitte des DBischels beriilren
daher die Gerade U in dem Punkte g wnd gehen ausserdem durch
die reellen oder imaginiren Asymptotenpunlite des andern . gegebenen
Punktsystems (y, 7). Das gemeinschaftliche Tripel des Biischels
reducirt sich in diesem Falle auf den Schnittpunkt p der Geraden 2, B
und den doppelt zu ziihlenden Punkt ¢, in welchem sich siimmtliche
Kegelschnitte des Biischels- beriihren; von den drei unter den Kegel-
schnitten des Biischels vorkommenden Linienpaaren ist das eine 9, B;
die beiden andern coincidirven und gehen von ¢ nach den beiden
Asymptotenpunkten des Punktsystems auf B. Der Mittelpunktskegel-
schnitt des Biischels geht durch den Schnittpunkt p der beiden Triger
A und B, durch den Mittelpunkt m, des Punkisystems auf B, durch
den Punkt g, in welchem er die Gerade € zur Tangente hat und, falls
das Punktsystem auf B hyperbolisch ist und zu Asymptotenpunkten
g’k hat, auch durch die Mitten der beiden Strecken gg’ und gh'; wenn .
es dagegen elliptisch ist, so ist er durch die vorigen Bedingungen
noch nicht vollstindig bestimmt; wir wissen aber, dass die Mitte von
gm, der Mittelpunkt des gesuchten Kegelschnitts sein muss; es wird
also die Tangente in m, parallel laufen mit €, und hierdurch ist der
Mittelpunktskegelschnitt unzweideutig bestimmt; zugleich erkennen wir,
dass er Hyperbel sein muss, das Biischel also aus einer Gruppe
Ellipsen und einer Gruppe Hyperbeln besteht, welche durch zwei
Parabeln von einander getrennt werden.

Aehnlich verhilt es sich mit einer Kegelschnittschaar, bel welcher
eines der beiden erzeugenden Strahlsysteme parabolisch angenommen
wird, und deren Kegelschnitte eine wnd dieselbe Gerade on einem festen
Punkte beriithren, wihrend sie ausserdem zwei reelle oder imagindre
gemeischaftliche Tangenten haben. Wir unterlassen hier die nihere
Ausfiithrung, weil sowohl jenes specielle Biischel, als auch diese be-
sondere Schaar von geringerem Interesse ist, als eine noch speciellere,
zu der wir gelangen, wenn wir beide erzeugenden Punktsysteme oder
beide erzeugenden Strahlsysteme parabolisch annehmen; hier tritt
nimlich in beiden Fillen dasselbe Gebilde auf, welches gleichzeitiy als
Kegelschnitt- Biischel und -Schaar angesehen werden muss und daher
auch die Eigenschaften beider Gebilde mit einigen Modificationen in
sich vereinigt. Sind nimlich zwei parabolische Punktsysteme auf den
Trigern % und B gegeben und die zusammenfallenden Asymptoten-
punkte des ersten in g, die des zweiten in ¢  vereinigh, so besteht
das Kegelschnittbiischel aus simmtlichen Kegelschnitten, welche in g
und g° dieselben Tangenten U und B haben, also sich selbst in diesen
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beiden Punkten (doppelt) beriihren. Wir konnen gleichzeitig die Punkte.
g und ¢ als Mittelpunkte zweier parabolischen Strahlsysteme auffassen,
deren zusammenfallende Asymptoten beziehlich die Strahlen 9 und B
sind; die Kegelschnitte der durch diese beiden Strahlsysteme erzeugten
Schaar beriihren simmtlich % und B beziehlich in den Punkten g und
¢ und werden daher mit den Kegelschnitten jenes Biischels identisch.
In dieser ‘Schaar einander doppelt beriihrender Kegelschnitte kommt so-
wohl das Punktpaar g¢g vor, dessen Verbindungslinie doppelt gezihlt
als specieller Kegelschnitt angesehen werden muss, als auch das
Linienpaar AP, dessen Schnittpunkt p sei. Aus den bekannten
Figenschaften des Biischels und der Schaar folgt hier inshesondere:
Jede Gerade & n der FEbene eines Biischels sich doppelt beriilwender
Kegelschnitte wird in einem Punklsystem geschwitten von den Kegelschnitlen,
und die Tangentenpaare aus jedem Punkte P an dieselben bilden ein
Strahlsystem. Das Punktsystem ist stets hyperbolisch und hat einen
Asymptotenpunkt auf der gemeinschaftlichen Berithrungssehne; der
andere Asymptotenpunkt ist der vierte harmonische, dem Schnittpunkt
mit der Beriihrungssehne zugeordnete, withrend die Schnittpunkte mit
den beiden gemeinschaftlichen Tangenten das andere Paar zugeordneter
Punkte sind; es giebt daher nur einen einzigen Kegelschnitt dieser
Schaar, welcher die Transversale & beriihrt, und zwar in dem eben
construirten vierten harmonischen Punkte; ebenso ist das Strahlsystem
in dem Punkte P immer hyperbolisch und Pp eine Asymptote des-
selben, Pg und Py’ ein Paar conjugirter Strahlen, so dass der vierte
harmonische, zu Pp zugeordnete Strahl P¢ die Tangente an dem ein-
zigen Kegelschnitte dieses Biischels ist, welcher durch P geht; die
Mittelpunkte siimmtlicher Kegelschnitte dieses Biischels liegen auf der-
jenigen Geraden, welche durch p und die Mitte der Beriihrungssehne
gg geht. Diese Gerade ist zugleich der eine Theil des Mittelpunkts-
kegelschnitts, welchen jedes Biischel besitzt, und der hier in ein Linien-
paar zerfillt; der andere Theil ist die Beriihrungssehme gg selbst;
denn da diese als ein zusammengefallenes Linienpaar aufzufaggen ist,
so kann jeder Punkt von ihr als Mittelpunkt angesehen werden.

Die Kegelschnitte dieser sich doppelt beriihrenden Schaar zerfallen
im Allgemeinen in eine Gruppe Ellipsen und eine Gruppe Hyperbeln,
welche von einander getrennt werden einmal durch das Punktpaar gg* und
das andere Mal durch die einzig vorkommende Parabel, deren Mittel-
punkt der unendlich- entfernte Punkt der vorhin construirten Mittel-
punktslinie ist. Die siimmtlichen Kegelschnitte dieses Biischels haben
ersichtlicher Weise den Punkt p und die Verbindungslinie gg' zum
Pol und zur Polare, und das Strahlsystem, welches dem ersteren, das
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. Punktsystem, welches der letzteren in Bezug auf die Kegelschnitte
des Blischels zugehort, ist fiir alle dasselbe, und beide Systeme liegen
perspectivisch. Hiernach lisst sich diese Kegelschnittschaar auch in
anderer Weise erzeugen:

Wenn ein Punkisystem auf” dem Triger & und ein mit jenem per-
spectivisches Strahlsystem, dessen Mittelpunkt o ist, gegeben sind, so bilden
siammtliche Kegelschnitte, in Bezug auf welche diese beiden Gebilde die
dem Punkte o und der Geraden & zugehirigen Systeme sind, eine Schaar
von Kegelschnitten, die sich doppelt beriihren. Ist das gegebene Punkt-
system und also auch das mit ihm perspectivische Strahlsystem hyper-
bolisch, so bertihren sich siimmtliche Kegelschnitte in “den beiden

- Asymptotenpunkten jenes Punktsystems und haben in diesen Punlkten
die Asymptoten des Strahlsystems zu gemeinschaftlichen Tangenten;
sind dagegen beide Systeme elliptisch, so ist die Kegelschnittschaar
nichtsdestoweniger vollstindig bestimmt und kann reell construirt werden;
in diesem Falle sagen wir der Analogie wegen: Die Kegelschnitte haben
eine imagindire doppelie Berithrung. Die oben angegebenen Eigenschaften
behalten ihre Giiltigkeit; denn da fiir alle Kegelschnitte der Schaar
o und & Pol und Polare sind, so wird, wenn wir irgend einen Punkt
s auf der Geraden & annehmen und den conjugirten Punkt ¢ zu s in
dem gegebenen Punktsysteme mit o verbinden, oe die Polare von s

fiir simmtliche Kegelschnitte der Schaar sein; wenn also irgend eine
durch s gezogene Gerade in ¢ die Polare o¢ trifft, so werden s und ¢
harmonisch liegen zu siimmtlichen Schnittpunktpaaren, in welchen die

Transversale s¢ von den Kegelschnitten der Schaar getroffen wird;
und wenn wir andererseits irgend einen Punkt in der Polare o6 an-
nehmen, so werden diese und die Verbindungslinie mit s harmonisch
liegen zu allen Tangentenpaaren aus dem angenommenen Punkte an
die Kegelschnitte der Schaar; jene Punktpaare auf der Transversale
bilden also ebenso ein Punktsystem, wie diese Tangentenpaare aus dem
Punkte ein Strahlsystem, woraus denn das Weitere sich von selbst ergiebt.

Iﬁ reelle Construction dieser einander doppelt beriihrenden

Kegelschnitte fiir den Fall, dass die beiden Berithrungspunkte und
also auch die gemeinschaftlichen Tangenten imaginfir sind, lisst sich
so ausfiihren: Zieht man irgend einen Strahl durch o, welcher die Be-
rithrungssehne £ in s treffen mag, und nimmt auf demselben ein Paar
harmonisch-zugeordneter Punkte p und n zu o und s als Mittelpunkte
zweier Strahlbiischel an, welche nach den Paaren conjugirter Punkte
x, £ des auf & gegebenen Punktsystems hingehen, so erzeugen die-
selben einen Kegelschnitt der Schaar, welcher der Ort des Schnitt-

. punktes (pz, n§) oder (wz, p§) ist; verindern wir das Paar p und



Kegelschnittbiischel und Kegelschnittschaar. §. 52. 345

m, so erhalten wir simmtliche Kegelschnitte dieser Schaar. Diese
Schaar einander doppelt beriihrender "Kegelschnitte entspringt also
auch aus der Annahme zweier Punktsysteme, von denen das eine
hyperbolisch ist und einen Asymptotenpunkt in dem Triiger des andern
hat. Auch ist es wichtig zu bemerken, dass die Kegelschnitte dieser
Schaar nicht blos ein einziges, sondern unendlich viele gemeinsame
Polardreiecke haben, welchen eine Ecke (o) und die gegeniiberliegende
Seite (&) gemeinschaftlich ist.

Einige sehr einfache Fille solcher Schaaren gehen aus besonderer
Annahme von o und & hervor: 1) liegt o im Unendlichen, so ist &
ein Durchmesser simmtlicher Kegelschnitte der Schaar, und diese sind
alle concentrisch, da sie den Mittelpunkt des Punktsystems auf £ zu
ihrem gemeinschaftlichen Mittelpunkte s haben; ist das Punktsystem
auf € hyperbolisch, so “beriihren sich also siimmtliche Kegelschnitte
in den Endpunkten eines allen gemeinschaftlichen Durchmessers; ist
dasselbe elliptisch, so miissen simmtliche Kegelschnitte Hyperbeln sein,
welche m zum gemeinschaftlichen Mittelpunkt haben, und da mo und
¢ ein Paar conjugirter Durchmesser aller dieser Hyperbeln sind, so
bilden die Asymptoten dieser Hyperbelschaar mit imaginirer doppelter
Beriihrung selbst ein Strahlsystem, welches € und mo zu Asymptoten
hat; 2) geht & in die Unendlichkeit, so ist o gemeinschaftlicher Mittel-
punkt siimmtlicher Kegelschnitte der Schaar und das gegebene Strahl-
system (o) das System der conjugirten Durchmesser; ist dieses also
hyperbolisch, so besteht die Schaar aus lauter Hyperbeln, welche den-
selben Mittelpunkt und dieselben Asymptoten haben, nimlich die
Asymptoten des Strahlsystems (0); ist dasselbe dagegen elliptisch, so
besteht die Kegelschnittschaar aus #hnlichen und #hnlich-liegenden
concentrischen Ellipsen; ist insbesondere das Strahlsystem, (o) ein eir-
cularves, so wird die Kegelschnittschaar mit doppelter imaginirer Be-
rihrung im Unendlichen eine Schaar concentrischer Kreise.*)

Aus dem Vorstehenden geht u. a. die Liosung der Aufgabe hervor:
Durch drei gegebene Punlite einen Kegelschnitt zu legen, welcher einen ge-
gebenen Kegelschnitt K@ doppelt beriilwt**). Es giebt vier Kegelschnitte,
welche diesen Bedingungen geniigen, doch zeigt es sich, dass dieselben
nur dann reell vorhanden sind, wenn entweder alle drei gegebenen
Punkte pgr innerhalb oder alle drei ausserhalb des gegebenen Kegel-
schnitts liegen; zieht man niimlich die drei Verbindungslinien pg, qr, rp,

* Poncelet, traité des propriétés projectives des figures pag. 228. 2
*#) Siehe Steiner: , Allgemeine Betrachtungen iiber einander doppelt beriihrende
Kegelschnitte*; Crelle’s Journal Bd. XLV S. 222,
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so trifft jede derselben den Kegelschnitt K® in zwei andern Punkten,
welche als ein zweites Paar conjugirter Punkte eines Punktsystems
aufgefasst werden konnen; liegen nun pgr» innerhalb des Kegelschnitts
K®, so werden auf den drei Verbindungslinien pg, gr, rp durch je
zwel dieser Punkte und die beiden Schnittpunkte mit K® drei hyper-
bolische Punktsysteme bestimmt; diese befinden sich genau in der-
selben Lage, wie die drei zusammengehorigen Punktsysteme () (y,7) (2,6)
auf den Triigern ABE in §.42; die drei Paar Asymptotenpunkte gh, g'%, g k"
liegen daher zu je dreien auf vier geraden Linien: gg'g”, gW' 1", hg' k", Wl g
Jede dieser vier Geraden trifft nun den Kegelschnitt K@ in zwei solchen
Punkten, in welchen ihn ein durch pgr und diese Punkte selbst ge-
legter Kegelschnitt doppelt beriihrt (reell oder imaginir), denn es ist
ersichtlich, dass ein Kegelschnitt, welcher durch p gelegt wird und K'®
in den beiden Schnittpunkten einer dieser vier Geraden doppelt be-
riihrt, nothwendig durch ¢ und » gehen muss; also hat die vorgelegte
Aufgabe im Allgemeinen vier Lisungen, sobald die drei Punktsysteme
auf pg, gr, rp hyperbolisch sind;- dies ist aber der Fall, sobald ent-
weder die drei Punkte pgr innerhalb des Kegelschnitts K® liegen, oder
alle drei ausserhalb; sollte in dem letateren Falle die Verbindungslinie
pg den Kegelschnitt K® nicht treffen, so kinnen wir doch leicht die
Asymptotenpunkte gh auf ihr bestimmen, indem wir nimlich zwei
auf einander liegende Punktsysteme: das erste, elliptische, welches
der Geraden pg in Bezug auf den Kegelschnitt A® zugehort, das andere
hyperbolische mit den Asymptotenpunkten p und ¢ auffassen und das
gemeinschaftliche Paar conjugirter Punkte (8. 58 und 158) beider Punkt-
systeme bestimmen, welches nothwendig reell ist; dies ist das gesuchte
Punktpaar g, k; sobald also pgr alle drei ausserhalb des Kegelschnitts
K liegen, sind ebenfalls die drei Punktsysteme auf pg, ¢», rp hyper-
bolisch, und die Aufgabe hat vier reelle Losungen. Sobald aber von
den drei gegebenen Punkten pgr einer innerhalb und die beiden andern
ausserhalb des Kegelschnitts K® liegen, oder umgekehrt, ist nur eines
von den drei Punktsystemen auf pg, gr, »p hyperbolisch, die beiden
andern sind elliptisch; von den sechs Ecken des vollstindigen Vier-
seits gg'g”hR'h” ist also nur ein Paar Gegenecken reell, und die vier
Seiten sind imaginiir; die Aufgabe lisst also keine reelle Losung zu.

Fassen wir aus der Schaar Kegelschnitte mit doppelter (reeller
oder imaginirer) Beriihrung nur zwei ins Auge, K® und K, so er-
kennen wir interessante Beziehungen, welche dieselben darbieten. Sind
o und £ das besondere Paar Pol und Polare fiir beide Kegelschnitte,
denen dasselbe Strabl- und Punktsystem in Bezug auf beide Kegel-
schnitte zugehdren, und welche wir kurz die Berithrungssehne und
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ihren Pol nennen wollen, so liegt o innerhalb beider Kegelschnitte,
und £ trifft keinen von beiden, wenn die doppelte Beriihrung eine
imaginire ist; dagegen liegt o ausserhalb beider, und £ trifft beide
in denselben zwei reellen Punkten, wenn die Kegelschnitte eine reelle
doppelte Berithrung haben. Nehmen wir nun irgend eine Transversale,
welche den Kegelschnitt K® in den Punkten ¢ und ¢, die Beriihrungs-
sehne & in s treffen moge, so schneiden sich die Tangenten in ¢ und
t; an dem Kegelschnitt K® in einem Punkte r, und ro ist die Polare
von s fiir beide Kegelschnitte; die vier Strahlen ¢, »#,, ro und rs
sind harmonisch, die ersteren beiden und die letzteren beiden zuge-
ordnet; trifft nun die Tangente fiir ¢ den andern Kegelschnitt K® ‘in
swei Punkten x£, die zweite Tangente fiir 7, aber in dem Punktpaar
r &, und wir denken uns die Verbindungslinie #s gezogen, so wird
dieselbe den Kegelschnitt K® in demjenigen zweiten Punkte treffen,
welcher der vierte harmonische, dem # zugeordnete ist, withrend s und
der Schnittpunkt (zs, ro) das andere Paar zugeordneter Punkte ist.
Dieser vierte harmonische Punkt muss aber auf dem vierten harmo-
nischen Strahl zu rz, ro, rs liegen, und da dieses der Strahl r{, ist,
welcher den Kegelschnitt K® in #, und & trifft, so muss s den Kegel-
schnitt K® in x; oder £ treffen; gehe also xz, durch s, so muss auch
ersichtlicherweise £f durch s gehen, und es schneiden sich #z und
7€ in einem Punkte p der Geraden ro, indem prs ein Tripel in
Bezug auf den Kegelschnitt K® sind. Wir haben hieraus folgenden Satz: |

Hat man gwer einander doppelt beriihrende Kegelschwitte und zieht zwei
beliebige Tangenten an dem einen, welche den andern in den Punktpaaren
z§ und x,& treffen, so liegt von den drei Schwittpunkten (zz,, EE,)
(xk, x,8) (x&, x,&) der eine auf der gemeinschaftlichen Beriilrungs-
sehme & und dic beiden andern auf der Polare des ersteren, welche durch
den gemeinschaftlichen Pol o der Beriihrungssehme geht. Der erste Punkt
liegt mit den beiden Beriihrungspunkten in gerader Linie.

Halten wir jetzt eine der beiden Tangenten fest und bewegen die
andere am Kegelschnitt K® herum, so bleibt der Beriihrungspunkt #,
und die Punkte z, & fest; s beschreibt eine gerade Punktreihe auf
und z,8, &s also projectivische Strahlbiischel, die zugleich mit dem
von #,¢ beschriebenen Strahlbiischel projectivisch sind. Wir schliessen
daraus folgenden Sata:

Bewegt sich bei zwei einander doppelt beriihrenden Kegelschnitten K®
und K® eine wverinderliche Tangente an dem einen K® herum und
schneidet jedesmal den andern K'® in den Punktpaaren x und &, so be-
schretben @ wnd § zwei krumme Punltreihen auf diesem Kegelschnitt,
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welche mit irgend zwei Peripheriepunkten B und B auf K® verbunden
zwei  projectivische Strahlbiischel liefern, wnd die DBerithrungspunkte der
Tangente des ersten Kegelschnitts bilden gleichfalls eine Punktreihe auf
demselben, welche mit einem seiner Peripheriepunkte verbunden ein mit
Jenen beiden projectivisches Strahlbiischel liefert. Solche zwei krumme
Punktreihen # und &, welche auf demselben Kegelschnitt ausgeschnitten
werden durch die Strahlen zweier projectivischen Strahlbiischel, die
ihre Mittelpunkte in zwei beliebigen Peripheriepunkten des Kegel-
_ schnitts haben, und deren entsprechende Strahlen immer zwei ent-
sprechende Punkte z, £ auf dem Kegelschnitt bestimmen, heissen
krwmm-projectivische Punktreihen, und es zeigt sich fiir dieselben die
Umkehrung des vorigen Satzes als allgemein giiltig: Hat man zwei
Erumm-projectivische Punktrethen, auf demselben Kegelschwitt, so wmhiillt
die Verbindungslinie entsprechender Punlite einen newen Kegelschnitt, welcher
mit dem gegebenen eine doppelte (reelle oder imagindive) Beriihrung hat.

In der That, da drei Paar willkiirlich als entsprechend auf dem
Kegelschnitt angenommene Punkte ¢ und «, b und 8, ¢ und y die
beiden krumm-projectivischen Gebilde bestimmen und fiir jedes vierte
Paar entsprechender Punkte z, £ die Strahlbiischel B(abez) und B(afy§)
dasselbe Doppelverhiiltniss haben, wenn B und B zwei beliebige Peripherie-
punkte des Kegelschnitts bedeuten, so beschreiben auch ¢f und ez

Fig. 7.

zwei projectivische Strahlbiischel, wihrend wir a« festhalten und x§
veriindern (Fig. 77); diese liegen aber perspectivisch, weil in die Ver-
bindungslinié ihrer Mittelpunkte zwei entsprechende Strahlen hinein-
fallen; der Ort des Schnittpunkts (@&, az) ist also eine gerade Linie;
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nehmen wir anstatt ¢ und « ein anderes Paar 0@, so erhalten wir
dieselbe gerade Linie, weil sowohl (af, «b) als auch (ay, ec) und
(by, Be) auf derselben Geraden liegen (wegen des Pascal’schen Sechsecks
afeaby); es ist daher, wenn 2§ und y7 irgend zwei Paare entsprechender
Punkte der beiden-krumm-projectivischen Gebilde bedeuten, der Ort
des Schnittpunktes (xn, y&) eine feste Gerade &, und die Verbindungs-
linie der béiden andern Schnittpunkte (z&, yy) und (zy, En) liuft
daher durch einen festen Punkt o, den Pol der Geraden £ in Bezug
auf den Kegelschnitt. Der Punkt o und die Gerade £ sind vollstindig
und eindeutig bestimmt, sobald die Beziehung der beiden krumm-
projectivischen Gebilde durch drei Paar als entsprechend festgesetzte
Punkte des Kegelschnitts gegeben wird; jeder Punkt des Kegelschnitts
gehort sowohl der einen; als auch der andern krummen Punktreihe an, der
ihm entsprechende in dem einen und dem andern Sinne ist aber nicht
derselbe zweite Punkt des Kegelschnitts, sondern es sind verschiedene;
die Punkte, in welchen € den Kegelschnitt trifft, sind zusammen-
fallende entsprechende Punkte der beiden Gebilde und konnen reell
oder imaginir sein. Bezeichnen wir den Schnittpunkt (z%, y&) =s
auf der Geraden £ und (2§, yq) = r, so ist or die Polare von s wegen
der Eigenschaft des Vierecks im Kegelschnitt; dem Punkte o gehort
ein bestimmtes Strahlsystem, seiner Polare £ ein bestimmtes mit
jenem perspectivisches Punktsystem in Bezug auf den Kegelschnitt zu;
von jenem sind os und or ein Paar conjugirter Strahlen, von diesem
die Schnittpunkte der Linien rs und 7o mit £ ein Paar conjugirter
Punkte. :

Denken wir uns nun einen Kegelschnitt, welchem dasselbe
Strahlsystem in o und dasselbe Punktsystem auf € zugehort, und
welcher ausserdem x& beriihrt, wodurch dieser vollstindig und ein-
deutig bestimmt ist (Seite 344), oder mit andern Worten, welcher
den gegebenen Kegelschnitt in denjenigen beiden Punkten beriihrt, in
welchen € ihn schneidet, und der ausserdem z§ zur Tangente hat, so
miissen auch fiir ihn 70 und rs conjugirte Strahlen sein, also da rx
eine Tangente ist, so muss die andere der vierte harmonische, dem rz
zugeordnete Strahl sein, d. h. (wegen des Vierecks z&yn) die Gerade
7y oder ynu; wir sehen hierauns, dass dieser Kegelsehnitt anch yn beriihrt,
und verindern wir y%, so verindern sich zwar » und s, aber der
oben bestimmte Ké.gelschnitt, welchem das Strahlsystem in ¢ und das
Punktsystem auf & zugehort, bleibt derselbe; es beriihren daher alle
Verbindungsstrahlen y# entsprechender Punkte der beiden krumm-
projectivischen Gebilde einen Kegelschnitt, welcher den Trager der
beiden Gebilde doppelt beriihrt, w. z. b. w.; jeder Strahl hat zum Be-
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rithrungspunkte den vierten harmonischen Punkt, der dem Schnitt-
punkte mit der Beriihrungssehne & zugeordnet ist.

Auf die zahlreichen Folgerungen, welche aus dieser Grundeigen-
schaft einander doppelt beriihrender Kegelschnitte hervortreten, ge-
stattet der Raum nicht, niher einzugehen®). Wir bemerken nur, dass
zwei besondere Fille dieser allgemeineren Betrachtung in dem Laufe
unserer Untersuchungen von besonderer Wichtigkeit geworden sind;
niimlich erstens, wenn der Kegelschnitt aus einem Linienpaar besteht,
wo dann die beiden krummen Gebilde zwei gewdhnliche gerade pro-
jectivische Punktreihen werden und ihr Erzeugniss ein Kegelschnitt
ist, welcher mit dem Linienpaar der beiden Triiger eine doppelte Be-
riihrung hat (§. 21); zweitens, wenn die beiden krummen Gebilde auf
dem Kegelschnitt die besondere énvolutorische Lage haben, dass einem
Punkte des Kegelschnitts, als Element beider Gebilde aufgefasst, in
dem jedesmaligen andern ein und derselbe Punkt entspricht; in diesem
Falle laufen alle Verbindungslinien entsprechender Punkte durch einén
festen Punkt, und die entsprechenden Punkte mit einem Peripherie-
punkte des Kegelschnitts verbunden liefern ein Strahlsystem (8. 151);
der doppelt beriihrende Kegelschnitt zerfdllt in ein Punktpaar.

In gleicher Weise, wie die Punkte eines Kegelschnitts eine krumme
Punktreihe, bilden die Tangenten desselben ein krummes Strahl-
biischel, und die Punktreihe, in welcher sie eine beliebige feste Tangente
treffen, lisst.sich mit der Punktreihe, in welcher sie irgend eine
zweite feste Tangente treffen, in projectivische Beziehung setzen der
Art, dass die Tangenten des Kegelschnitts einander paarweise ent-
sprechen und man an demselben Kegelschnitt zwei krumm-projectivische
Strahlbiischel erhiilt; der Ort des Schnittpunktes je zweier ent-
sprechender Tangenten wird wieder ein Kegelschnitt, welcher den
Triger der beiden Tangentenbiischel doppelt berithrt. Dies tritt in
ganz analoger Weise zu Tage, wie das oben bewiesene Resultat und
bedarf keiner weiteren Auseinandersetzung.

Unter den besonderen FKillen von Kegelschnitt- Biischeln und
-Schaaren, von denen die eben betrachtete Schaar einander doppelt be-
rithrender Kegelschnitte eine hervorragende Bedeutung hat, konnten

*) Wir verweisen in dieser Beziehung auf die Abhandlung Goepel’s:" ,,Ueber
Projectivitit der Kegelschnitte als krummer Gebilde*, Crelle’s Journal Bd. XXXVI
S. 317 und die Erweiterung derselben: , Ueber die Erzeugnisse krummer pro-
jectivischer Gebilde* von H. Schrdter in dem Crelle-Borchardt’schen Journal Bd, LIV
8. 81; sowie ,,Erzeugnisse krumm-projectivischer Gebilde von 4. Milinowskt in Schld-
malch § Zeitschrift (18738) und ,,Kegelschnitte in doppelter Beriihrung® von A. Mili-
nowski, Gymn -Progr. Tilsit 1870.
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wir noch diejenigen untersuchen, bei welchen die Kegelschnitte des
Biischels in einem gegebenen Punkte eine dreipunktige Beriihrung
haben und a) durch einen vierten gemeinschaftlichen Punkt gehen, oder
b) eine vierte gemeinschaftliche Tangente haben; endlich, wenn die
Kegelschnitte des Biischels in einem gegebenen Punkte eine vier-
punktige Berithrung haben. Doch wollen wir die nihere Untersuchung
dieser besonderen Fille dem DLeser iiberlassen und nur noch eine
specielle Kegelschnittschaar erwiihnen, welche hiiufiger auftritt.
Wenn niimlich die beiden erzengenden Strahlsysteme einer Kegel-
schnittschaar (8. 312) (4) und (B) zwei circulare Strahlsysteme sind,
so haben die Kegelschnitte dieser Schaar die Mittelpunkte 4 und B
zu gemeinschaftlichen Brennpunkten, denn es giebt in der Ebene eines
Kegelschnitts nur zwei reelle Punkte, fiir welche die zugehdrigen Strahl-
systeme in Bezug auf den Kegelschnitt circulare sind, und dies sind
die Brennpunkte des Kegelschnitts (S. 190); also bilden simmtliche
Kegelschnitte, welche A4 und B zu ihren gemeinschaftlichen Brenn-
punkten haben, eine besondere Kegelschnittschaar mit vier imaginiren
Tangenten; die Bremnpunkte sind als das einzig reelle Paar Gegen-
eclen dieses imaginiéiren Vierseits anzusehen. Wir nennen diese Kegel-
schnittschaar eine Schaar confocaler Kegelschnitte und konnen zur reellen
Construction derselben nach den fritheren allgemeinen Betrachtungen
auf folgende Weise gelangen: Das dritte, von den beiden gegebenen
circularen Strahlsystemen (A) und (B) abhiingige Strahlsystem (C)
wird niimlich besonderer Art, indem sein Mittelpunkt in die Unend-
lichkeit geht und derjenige unendlich-entfernte Punkt C wird, welcher
in senkrechter Richtung zu A liegt. Das Strahlsystem (C,) wird
ein gleichseitig-hyperbolisches, dessen beide Asymptoten die in der
Mitte m zwischen 4B errichtete Senkrechte und die unendlich-ent-
fernte Gerade ®_ sind; je zwel conjugirte Strahlen desselben sind zwei
solche, die zu der Geraden mC_ parallel laufen und gleichweit von ihr ab-
stehen. Die beiden Asymptoten des Strahlsystems (C,) und die Ge-
rade AL sind das gemeinschaftliche Tripel conjugirter Strahlen fiir
alle Kegelschnitte der Schaar, folglich ist m der Mittelpunkt, und die
beiden Senkrechten mC, und AmB sind die Axen fiir simmtliche
Kegelschnitte, was auch a priori klar ist. Denken wir uns irgend ein
Paar conjugirter Strahlen des Strahlsystems (C_), d. h. zwei von m
gleich weit abstehende parallele Gerade, welche senkrecht auf 4B
stehen, und drehen um A (oder B) einen rechten Winkel, dessen
Schenkel jene beiden Parallelen in den Punkten 2§ (und #¢) durch-
bohren, so umbhiillt die Verbindungslinie 2¢ einen Kegelschnitt der
Schaar, dessen Tangenten in zwei gegeniiberliegenden Scheiteln das
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angenommene Paar von Parallelen ist (Fig. 78). Veriindern wir dieses
Paar, so erhalten wir simmtliche Kegelschnitte der confocalen Schaar;
diese zerfiillt demnach in eine Gruppe Ellipsen und eine Gruppe Hy-
perbeln, je nachdem jenes Parallelenpaar ausserhalb der Strecke 4 B
liegt oder zwischen 4 und B hindurchgeht. Die beiden Gruppen
werden von einander: getrennt einmal durch das Punktpaar A B, oder
deren doppelt gedachte Verbindungs-
i linie, welche als Parabel aufgefasst

¢ Jj_ﬁ’ werden kann, und zweitens durch
: 4 die doppelt gedachte unendlich-entfernte
Gerade @, in welche diejenige Parabel,
; die in der Schaar vorkommen muss,
iibergeht; die doppelt gedachte Gerade
. mC, ist zwar auch als ein besonderer
4 i ~ Kegelschnitt der Schaar aufzufassen; er
i A =B | steht aber isolirt da in der Hyperbel-
e % < gruppe. Die Mittelpunktslinie der Schaar
s ﬂ\ wird unbestimmt, was denn auch damit

-2\t  iibereinstimmt, dass m der Mittelpunkt
; fd simmtlicher Kegelschnitte der confo-
! calen Schaar ist. Die Polar-Eigen-
schaften dieser besonderen Kegelschnitt-

schaar zeigen einige Eigenthiimlichkeiten, welche sich sowohl aus der
allgemeinen Betrachtung (§. 49), als auch aus den Focaleigenschaften
des Kegelschnitts (§. 36) ergeben. Die Winkel zwischen dem Tangenten-
paar aus einem Punkte P an einen Kegelschnitt der Schaar haben
némlich dieselben beiden zu einander rechtwinkligen Halbirungs-
strahlen, wie die Winkel zwischen den Strahlen PA und PB; folglich
bilden sfimmtliche Tangentenpaare aus F an die Kegelschnitte der
confocalen Schaar ein gleichseitig - hyperbolisches Strahlsystem, dessen
Asymptoten die beiden zu einander senkrechten Halbirungsstrahlen
der Winkel zwischen dem Strahlenpaar PA, PB sind, Es giebt also
durch den beliebig angenommenen Punkt P immer zwei reelle Kegel-
schnitte der Schaar, von denen einer Ellipse, der andere Hyperbel ist;
sie schneiden sich rechtwinklig in diesem Punkte ; wir erkennen hieraus,
dass in der confocalen Kegelschnittschaar weder zwei Ellipsen, noch
zwel Hyperbeln einen reellen gemeinschaftlichen Punkt haben kdnnen,
dass aber jede Ellipse jede Hyperbel in vier reellen (zu m symmetrisch
liegenden) Punkten trifft, und dass sie sich iiberall rechtwinklig durch-
schneiden. Dies lésst sich auch so aussprechen: Je zwei conjugirte
Gerade in Bezug auf die Schaar confocaler Kegelschnitte stehen auf einander

" ; Fig. T8.

-
.
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senkrecht. Ermitteln wir von irgend einem Punkte P den Polarkegel-
* schpitt in Bezug auf die Schaar, so erkennen wir, dass derselbe eine
Parabel sein muss, weil er allemal dem gemeinschaftlichen Tripel con-
jugirter Strahlen fiir die. Schaar einbeschrieben ist und dasselbe hier
aus den drei Geraden AB, mC, und ®_  hesteht; ein Kegelschnitt;
der &, zur Tangente hat, ist aber Parabel (S. 114). Diese Parabel
hat die Verbindungslinie Pm zur Leitlinie, weil die durch m gehenden
Axen jedes Kegelschnitts der Schaar und die durch P gehenden Hal-
birungsstrahlen der Winkel zwischen P4 und PB zwei Paare zu einander
rechtwinkliger Tangenten dieser Parabel sind; der Brennpunkt der-
selben findet sich also auch leicht, indem man von diesem der Parabel
umschriebenen vollstindigen Vierseit denjenigen Diagonalpunkt auf-
sucht, welcher nicht in der Diagonale mP liegt. Die beiden conju-
girten Kegelschnittschaaren (§. 51), welche zu der confocalen Kegel-
schnittschaar gehéren und durch die drei Strahlsysteme (A) (B) (C.)
erzeugt werden, bestehen, wie leicht zu sehen ist, aus Parabeln, weil
@, eine Asymptote von (C,) ist, und zwar wird die eine Schaar ge-
bildet von simmtlichen Parabeln, welche 4 zum Brennpunkt und jede
durch B gehende Gerade zur Leitlinie haben, die andere Schaar von
simmtlichen Parabeln, welche B zum Brennpunkt und jede durch A4
gehende Gerade zur Leitlinie haben; diese Parabeln beriihren gemein-
schaftlich die in der Mitte #m auf AB senkrecht stehende zweite
Asymptote des Strahlsystems (C_) u. s. w. — Im Allgemeinen ist
noch zu erwihnen, dass, wenn von den beiden erzeugenden Strahl-
systemen (A4) und (B) nur eines ein circulares Strahlsystem, das andere
ein beliebiges hyperbolisches oder elliptisches Strahlsystem ist, alsdann
eine Kegelschnittschaar zum Vorschein kommt, welche einen Brenn-
punkt gemeinschaftlich hat und ausserdem zwei reelle oder imaginiire
gemeinschaftliche Tangenten, je nachdem das andere Strahlsystem
hyperbolisch oder elliptisch ist; auch diese Kegelschnittschaaren bieten
manche Eigenthiimlichkeiten dar.

§. 53. Gemischte Kegelschnittschaaren.

Wenn wir Punkte und Tangenten eines Kegelschnitts als Bestim-
mungsstiicke desselben annehmen, so ist der Kegelschnitt im Allgemeinen
durch fiinf dieser Elemente ein- oder mehrdeutig bestimmt und zwar:
Durch fiinf Punkte oder fiinf Tangenten eindeutig (S. 99), durch vier
Punkte und eine Tangente oder durch vier Tangenten und einen Punkt
zweideutig (S, 235), endlich durch drei Punkte und zwei Tangenten oder
durch drei Tangenten und zwei Punkte vierdentig (8. 236). Durch vier

Steiner, Vorlesungen II, 2, Aufl, 23
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dieser Bestimmungsstiicke ist der Kegelschnitt nicht bestimmt, sondern
es giebt eine unendliche Reihe von Kegelschnitten, welche vier Be-
dingungen geniigen, indem sie durch gegebene Punkte gehen oder
gegebene Gerade berithren. Von solchen unendlichen Reihen von
Kegelschnitten haben wir bisher nur zwei einander gegeniiberstehende
in Betracht gezogen: Das Kegelschnittbiischel als die Totalitit aller
durch vier Punkte gehenden Kegelschnitte und die Kegelschnittschaar
als die Totalitit aller vier Gerade beriihrenden Kegelschnitte mit
Beriicksichtigung auch der Fille, in denen von den vier gemeinschaft-
lichen Punkten oder Tangenten Paare imaginir sind. Obwohl nun
diese beiden Gebilde von hervorragender Bedeutung sind, so lassen
sich doch noch andere dera.rtxge Reihen von Kewelschmtten bilden,
niimlich zuniichst wieder zwei einander gegeniiberstehende Gebilde:
a) simmtliche Kegelschnitte, welche durch drei feste Punkte gehen
und eine feste Gerade berithren, und b) siimmtliche Kegelschnitte,
welche drei feste Gerade beriihren und durch einen festen Punkt gehen;
sodann ein sich selbst gegeniiberstehendes, also alleinstehendes Ge-
bilde: c¢) siimmtliche Kegelschnitte, welche zwei feste Gerade be-
rithren und durch zwei feste Punkte gehen. Diese drei Gebilde, welche
genischite Kegelschnittschaaren® heissen mogen, sollen jetzt niher unter-
sucht werden.

Ebenso wie Steiner durch projectivische Drehung (8. 226) das Kegel-
schnittbiischel aus dem Strahlbiischel entstehen lisst, kann man eine ge-
mischhte Kegelschnittschaar von drei Punkten und einer Tangente aus
einem Tangentenbiischel (Seite 350), d. h. den simmtlichen Tangenten eines
Kegelschnitts erzeugen in folgender Art: Denken wir uns einen Kegel-
schnitt £® und zwei beliebige Punkte desselben B und B, als die
Mittelpunkte von Strahlbiischeln, eine beliebige Tangente # des Kegel-
schnitts K® als den perspectivischen Durchschnitt zweier Strahlbiischel,
welche in B und B, ihre Mittelpunkte haben, so wird die pro-
jectivische Beziehung dieser beiden Strahlbiischel (B) und (B;) durch
die Gerade f vollstiindig bestimmt, und durch die Veriinderung der
Tangente ¢ am Kegelschnitt K erhalten wir unendlich-viele Paare
von projectivischen Strahlbiischeln mit den Mittelpunkten B und B,
deren paarweise Beziehung jedesmal unzweideutig festgestellt ist. Endlich
haben wir noch zwei projectivische Strahlbiischel in B und B,, welche
den Kegelschnitt K® selbst erzeugen. Denken wir uns nun diese
unendlich - vielen Paare projectivischer Beziehungen in sich festge-
halten, aber um die Mittelpunkte B und B, so gedreht, dass die
beiden den Kegelschnitt K® erzeugenden Strahlbiischel in perspectivische
Lage kommen, also die Schnittpunkte entsprechender Strahlen auf
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einer Geraden & liegen, alsdann werden zwei solche Strahlbiischel,
welche vor ‘der Drehung eine Tangente ¢ zum perspectivischen Durch-
schnitt hatten, sich im Allgemeinen nicht mehr in perspectivischer
Lage befinden, also einen Kegelschnitt erzeugen; alle diese Kegel-
schnitte gehen durch B und B,; sie gehen ausserdem durch einen
dritten festen Punkt C, den Schnittpunkt derjenigen beiden Strahlen,
welche vor der Drehung in der Verbindungslinie BB, vereinigt waren,
und welche fiir alle projectivischen Beziehungen (bei der perspectivischen
Lage) ein Paar entsprechender Strahlen waren; endlich beriihren
diese Kegelschnitte simmtlich die Gerade ¥, weil vor der Drehung
alle ¢ den Kegelschnitt K@ beriihrten; aus den gemeinschaftlichen
Punkten von ¢/ und K werden niimlich nach der Drehung die gemein-
schaftlichen Punkte des aus ¢ entspringenden Kegelschnitts mit &,
und da jene beiden zusammenfallen, so miissen auch diese beiden zu-
sammenfallen. Wir erhalten also in der That eine gemischte Kegel-
schnittschaar von drei Punkten BB, und einer Tangente £ gewisser-
massen auf organischem Wege aus den simmtlichen Tangenten eines
Kegelschnitts,

In ganz analoger Weise kann die gegeniiberstehende gemischte
Kegelschnittschaar von drei Tangenten und einem Punkte, welche
allen Kegelschnitten gemeinschaftlich sein sollen, aus einer krummen
Punktreihe (§.51), d. h. den siimmtlichen Punkten eines Kegelschnitts
erzeugt ‘werden. Nehmen wir zwei feste Tangenten U und 2, eines
Kegelschnitts K® und betrachten einen veriinderlichen Punkt p des-
selben als Projectionspunkt fiir zwei projectivische Punktreihen auf A
und A, welche sich in perspectivischer Lage befinden, so erhalten
wir mit der Veriinderung von p unendlich-viele Paare projectivischer
Punktreihen auf 2 und %, deren Beziehung vollstindig bestimmt ist;
endlich werden 2 und 2, noch von den Tangenten des Kegelschnitts
K® in zwei projectivischen Punktreihen. getroffen, die sich nicht in
perspectivischer Lage befinden. Denken wir uns nun diese unendlich-
vielen Paare projectivischer Beziehungen in sich festgehalten, aber die
Triiger ANU,, ohne ihre Lage zu veriindern, auf sich selba so ver-
schoben, dass die beiden letzten den Kegelschnitt K® erzeugenden
Punktreihen in perspectivische Lage gelangen (was bekanntlich auf
unendlich - viele Arten geschehen kann), so werden nach der Ver-
schiebung je zwei vorhin perspectivische Punktreihen auf % und 2,
sich im Allgemeinen nicht mehr in perspectivischer Lage befinden,
sondern einen Kegelschnitt erzeugen; alle so erhaltenen Kegelschnitte
beriihren 2 und %, und eine dritte Gerade €, die Verbindungslinie

derjenigen beiden Punkte auf den Triigern nach der Verschiebung,
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welche vorher in ihrem Schnittpunkte vereinigt waren und fiir jedes
Paar der unendlich-vielen projectivischen Beziehungen bei perspectivi-
scher Lage ein Paar entsprechender Punkte sind und also auch bleiben;
endlich gehen simmtliche aus den Punkten p entspringende Kegel-
schnitte durch einen festen Punkt P, den Projectionspunkt der beiden
projectivischen Punktreihen auf % und ,, welche vor der Verschie-
bung den Kegelschnitt K® erzeugten und nach der Verschiebung per-
spectivisch zu liegen kommen. Wir erhalten also eine gemischte
Kegelschnittschaar von drei gemeinschaftlichen Tangenten AW, € und
~ einem gemeinschaftlichen Punkte P, hervorgegangen aus den siimmt-
lichen Punkten p eines Kegelschnitts.

Auch umgekehrt kinnen wir, sobald die bestimmenden Elemente
einer solchen gemischten Kegelschnittschaar, also a) drei Punkte
BB,C und eine Gerade £ oder b) drei Gerade €A%, € und ein Punkt
P gegeben sind, den Kegelschnitt K® herstellen, aus dessen Tan-
genten oder Punkten das ganze Gebilde durch Drehung oder Ver-
schiebung hervorgeht. Wir denken uns nimlich im Falle a) in B
und B, zwei perspectivische Strahlbiischel, welche die Gerade £ zum
perspectivischen Durchschnitt haben,.und drehen diese beiden Strahl-
biischel, deren projectivische Beziehung also bestimmt ist, um solche
Winkel, dass die Strahlen BC und B,C zusammenfallen, dann er-
zeugen jene Strahlbiischel den Kegelschnitt K®; oder b) wir denken
uns A und U, als die Triger zweier perspectivischer Punktreihen,
welche P zu ihrem Projectionspunkte haben, und verschieben, indem
wir diese projectivische Beziehung festhalten, die Triiger auf sich
selbst um solche Strecken, dass die Schnittpunkte (U, €) und (¥,, €)
in den Schnittpunkt (2, ,) hineinfallen; dann erzeugen jene beiden
nicht mehr perspectivischen Punktreihen den Kegelschnitt K.

Diese Entstehung der beiden gemischten Kegelschnittschaaren
giebt ebensowohl Aufschluss iiber ihre Michtigkeit, welche gleich ist
der von den Tangenten oder Punkten eines Kegelschnitts, wie iiber
die Eigenschaften beider Gebilde. Bezeichnen wir zur Abkiirzung die
Schaar K€gelschnitte, welche durch drei Punkte gehen und eine gerade
Linie beriihren, mit S (3p, 1/) und die Schaar Kegelschnitte, welche
drei gerade Linien beriihren und durch einen Punkt gehen, mit -
S (31, 1p), so zeigt sich zundchst der Doppelsata:

Durch einen beliebigen Punkt | FEine beliebige Gerade in der
der Ebene gehen tm  Allgemeinen | FEbene beriihren wm  Allgemeinen
z2wei  Kegelschnitte  der  Schaar | zwei  Kegelschnitte  der  Schaar
S (3p, 11). 8 (31, 1p).
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Denn fassen wir zum Beweise des Satzes links irgend zwei Tan-
genten { des erzeugenden Kegelschnitts K@ auf, so entspringen aus
diesen beiden Tangenten zwei Kegelschnitte der Schaar S (3p, 11),
welche ausser den drei gemeinschaftlichen Punkten BB, C noch den-
jenigen vierten Punkt gemein haben miissen, in welchem sich nach
der Drehung die beiden Strahlen von B und B, treffen, welche zum
Schnittpunkte der beiden Tangenten ¢ hingehen; also umgekehrt, da
durch einen beliebigen Punkt o nur zwei Tangenten ¢ an den Kegel-
schnitt K@ miglich sind, so gehen auch durch einen beliebigen Punkt
0" der Ebene nur zwei Kegelschnitte der Schaar S (3p, 10); und
analog rechts. Ferner zeigt sich:

Line belichige Gerade in der Durch  einen beliebigen Punkt
Lbene wird im Allgemeinen von | der Ebene gehen im  Allgemeinen
vier  Kegelschnitten der  Schaar | vier — Kegelschnitte  der  Schaar
S (3p, 11) beriihrt. S (31, 1p).

Denn denken wir uns zum Beweise des Satzes links eine Gerade
& als den perspectivischen Durchschnitt noch zweier projectivischer
Strahlbiischel, deren Mittelpunkte in B und B, placirt sind, und wel-.
che mit jener Gruppe von Strahlbiischelpaaren unveriinderlich zusam-
menhiingen, so werden dieselben vor der Drehung einen Kegelschnitt
!® erzeugt haben, und soviel Tangenten ¢, als die Kegelschnitte K®
und 8@ gemeinschaftlich haben, werden durch die Drehung in Kegel-
schnitte verwandelt, welche die Gerade & beriihren; also im All-
gemeinen vier; das Analoge zeigt sich bei dem Satze rechts.

Auch iiber die Natur der in der Schaar S (3p, 11) vorkommen-
den Kegelschnitte giebt die obige Entstehungsweise Aufschluss; da
niimlich alle Punkte, jvelche nach der Drehung in die Unendlichkeit
gelangen, vor derselben auf einem Kreise liegen (dem ,Drehkreise®
8. 228), welcher das Krzeugniss zweier gleicher und gleichlanfender
Strahlbiischel ist, so werden alle diejenigen Tangenten ¢ des erzeugen-
den Kegelschnitts K®, welche den Drehkreis in zwei reellen Punkten
schneiden, in Hyperbeln, diejenigen, welche ihn beriihren, in Parabeln
und diejemigen, welche ihn nicht treffen, in Ellipsen verwandelt;
solche Tangenten #, welche durch den Mittelpunkt des Drehkreises
gehen, werden nach der Drehung in gleichseitige Hyperbeln iibergehen,
weil die unendlich-entfernten Punkte unter rechtwinkligen Richtungen
erscheinen. Wir haben also folgendes Ergebniss:

In der gemaschten Kegelschmittschaar S (3p, 11) kommen im All-
gemeinen vier Parabeln vor, welche zwei Gruppen Ellipsen und zwei
Gruppen Hyperbeln von emander trennen; unter letateren befinden sich
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. Allgemeinen nur zwei gleichseitige Hyperbeln; insbesondere enthilt die
Schaar drei Linienpaare, welche ihre Doppelpunkte in der Geraden £
haben und jedesmal aus zwei Geraden bestehen, deren eine die Ver-
bindungslinie zweier von den 3p ist und die andere die Verbindungs-
linie des dritten mit dem Schnittpunkte der Geraden £ und der vori-
gen Verbindungslinie. Diese drei Linienpaare entspringen niimlich
aus denjenigen beiden Tangenten ¢ des Kegelschnitts K@) welche in
den Punkten BB, berithren, weil die projectivische Beziehung hier
den parabolischen Charakter annimmt, und drittens aus der Tangente
des Kegelschnitts K@ in demjenigen Punkte 1), in welchem sich vor
der Drehung zwei Strahlen schnitten, welche nach derselben in die
Verbindungslinie 5B, hineinfallen, weil fiir diese ¢ die perspeetivische
Lage erhalten bleibt.

Fiir die Schaar S (37, 1p) lisst sich leicht der Ort der Mittel-
punkte simmtlicher Kegelschnitte ermitteln; ziehen wir niimlich durch
irgend einen Punkt p des erzeugenden Kegelschnitts K@ ein Paar
von Parallelen zu den Trigern U und %, so treffen dieselben in den
Punkten v und q,, und diese behalten ihre Eigenschaft, Durchschnitts-
punkte der Parallelstrahlen (8. 28) zu sein, auch nach der Verschie-
bung. Wir erhalten dadurch nach der Verschiebung ein dem jedes-
maligen Kegelschnitte der Schaar umbeschriebenes Parallelogramm,
dessen Mittelpunkt der Mittelpunkt dieses Kegelschnitts wird. Der
Ort des Mittelpunktes des ersten Parallelogramms #indert aber durch
die Verschiebung nur seine Lage in der Ebene, indem er sich selbst
congruent bleibt, und dieser Ort ist, wie leicht zu sehen, ein dem er-
zeugenden Kegelschnitt K@ ihnlicher Kegelschnitt; denn bezeichnen
wir den Schnittpunkt der Triiger AU, mit e (oder §,), als Punkte der
beiden den Kegelschnitt H® erzeugenden Punktreihen, und die Be-
rithrungspunkte mitfund e, so erzeugen bei der Bewegung von p die Strahl-
biischel [p und ¢, p den Kegelschnitt K®; bezeichnen wir aber mit & und ¢,
die Mitten der Strecken ef und e,f,, mit = die Mitte von ep, so sind
e @, « parallel resp. mit fp und e, p, erzeugen also einen fhnlichen und
ihnlich-liegenden Kegelschnitt, welcher in ¢ und ¢, die Triger A,
beriihrt; nach der Verschiebung nimmt dieser Kegelschnitt zwar eine
andere Lage ein, bleibt aber dem K® &hnlich; wir haben mithin fol-
gendes Resultat:

Scimmitliche Kegelschnitte der gemischten Schaar S (31, 1p) haben
thre Mittelpunkte auf cinem Kegelschnitte, welcher @hnlich ist dem er-
zeugenden Kegelschnitt K®. Stellen wir uns noch die Gerade D her,
welche diejenigen beiden entsprechenden Punkte auf den Trigern U
und ¥, der den Kegelschnitt K® erzeugenden Punktreihen verbindet, die
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nach der Verschiebung in dem Schnittpunkte (A,) vereinigt werden,
d. h. die Gerade D, welche parallel zu € und symmetrisch riicksicht-
lich des Schnittpunktes (€%;) liegt, und welche nothwendig eine
Tangente des erzeugenden Kegelschnitts K® ist, so kionnen wir nach
dem oben (8, 273) gefundenen Kriterium leicht entscheiden, welcher Art
die Kegelschnitte der gemischten Schaar S (31, 1p) sein werden; der
Kegelschnitt K®, welcher die drei Geraden A, D beriihrt, liegt ent-
weder ganz innerhalb oder ganz ausserhalb des von jenen drei Ge-
raden gebildeten Dreiseits. In dem ersten Falle liegt er ganz in
einem der Riume (e) (8. 273, Fig. 67) und ist nothwendig Ellipse; die
Kegelschnitte der Schaar bestehen also in diesem Falle aus lauter
Ellipsen, und auch der Mittelpunktskegelschnitt ist eine Ellipse. Im
zweiten Falle ist der Kegelschnitt K® entweder Ellipse und liegt dann
ganz in einem der Réume (h), welche den Seiten des Dreiseits an-
liegen; die ‘Kegelschnitte der Schaar bestehen in diesem Falle aus
lauter Hyperbeln, und der Mittelpunktskegelschnitt ist Ellipse; oder
der Kegelschnitt K@ ist Hyperbel und lieght dann mit einem Zweige
in einem Raume- (k) und mit dem andern in dem gegeniiberliegenden .
Raume (¢); die Kegelschnitte der Schaar bestehen aus einer Gruppe
Ellipsen und einer Gruppe Hyperbeln, welche durch zwei Parabeln
von einander getrennt werden; der Mittelpunktskegelschnitt ist Hyper-
bel, und die beiden unendlich-entfernten Punkte derselben sind die
Mittelpunkte der beiden in der Schaar vorkommenden Parabeln.

Das auf 8. 273 angegebene Kriterium giebt auch unmittelbar Auf-
schluss iiber die Natur der gemischten Kegelschnittschaar je nach
der Lage der sie bestimmenden Elemente, niimlich der drei Geraden
AY,C und des Punktes P. Es theilen nimlich die drei Geraden
AW, € das Gebiet der ganzen Ebene in 7 Riume: den endlichen
Raum des von ihnen gebildeten Dreiseits, die drei unendlichen
den Seiten anliegenden Riume und die drei unendlichen den Ncken
anliegenden Scheitelriume; je nachdem der Punkt P in dem einen
oder andern dieser Riume liegt, éindert sich die Natur der gemischten
Kegelschnittschaar, und zwar: 1) Wenn der gegebene Punkt P inner-
halb des endlichen Dreiecksraumes, den die drei gegebenen Geraden
AU, € begrenzen, gelegen ist, so besteht die Schaar aus lauter Ellip-
sen, und auch der Mittelpunktskegelschnitt ist eine Ellipse; 2) wenn
der Punkt P in einem der drei unendlichen Scheitelrfiume, welche an
die Ecken des Dreiseits anstossen, gelegen ist, so besteht die Schaar
aus lauter Hyperbeln, und der Mittelpunktskegelschnitt ist wiederum
cine Ellipse; 3) wenn der Punkt P in einem der drei den Seiten des
Dreiseits anliegenden unendlichen Réume gelegen ist, so zerfillt die
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Schaar in eine Gruppe Ellipsen und eine Gruppe Hyperbeln, welche
durch zwei Parabeln von einander getrennt werden; der Miftelpunkts-
kegelschnitt ist Hyperbel, und der eine Zweig derselben enthiilt die
Mittelpunkte der Ellipsen, der andere die der Hyperbeln, withrend die
beiden unendlich-entfernten Punkte dieser Mittelpunktshyperbel die
Mittelpunkte der beiden Parabeln der Schaar sind.

‘Wir brechen hier die Betrachtung der beiden noch wenig unter-
suchten Kegelschnittschaaren S (3p, 17) und S (37, 1p) ab und iiber-
lassen die vielen noch unerledigten Fragen, welche sich hieran kniipfen,
dem Leser. Die hier gegebene Entstehungsweise derselben scheint
eine ergiebige und empfehlenswerthe Quelle fiir ihre Untersuchung;
sie ldsst uns aber in dem Falle im Stich, wenn von den 3p oder
31 ein Paar imaginir wird, d. h. a) wenn ein Punkt p, eine
Gerade ! und ein (elliptisches) Punktsystem gegeben ist und alle
Kegelschnitte, welche durch p gehen, [ beriihren und das gegebene
Punktsystem zu ihrem zugehorigen haben, die gemischte Kegelschnitt-
schaar bilden; oder b) wenn eine Gerade I, ein Punkt p und ein
(elliptisches) Strahlsystem gegeben ist und alle Kegelschnitte, welche
! beriihren, durch p gehen und das gegebene Strahlsystem zu dem
ihnen zugehorigen zu haben, die gemischte Kegelschnittschaar bilden.
Zur Construetion der Kegelschnitte dieser Schaaren kinnen wir ge-
langen, indem wir a) einen veriinderlichen Punkt p die Gerade ! durch-
laufen lassen und jedesmal den Kegelschnitt construiren, welcher in
p die ! bertthrt, durch p geht und das gegebene Punktsystem zu
seinem zugehorigen hat (S. 150); b) indem wir einen verinderlichen
Strahl t um p drehen und jedesmal den Kegelschnitt construiren,
welcher in p die t beriihrt, ausserdem [/ berithrt und das gegebene
Strahlsystem zu dem ibhm zugehorigen hat. Diese Constructionen ge-
statten, wenn auch nicht einen so unmittelbaren Einblick, wie die
obige organische Entstehungsweise, doch eine Anschauung dieser ge-
mischten Kegelschnittschaaren und bieten eine Handhabe fiir ihre Unter-
suchung, die iibrigens zum Theil schon auf Curven hoheren Grades fiihrt.

Wir haben noch die dritte gemischte Kegelschnittschaar S (2p, 21)
von zwei festen Punkten und zwei festen Tangenten in Betracht zu
ziehen oder, wenn wir uns von der Realitit dieser Paare unabhingig
machen wollen, alle Kegelschnitte aufzusuchen, welche gleichzeitig ein
gegebenes Punktsystem und ein gegebenes Strahlsystem zu den ilmen zu-
gehorigen haben. Das Verhalten dieser gemischten Kegelschnittschaar
liisst sich leicht aus einem speciellen Falle erkennen, wenn wir ndm-
lich alle Kreise in Betracht zichen, welche zwei gegebene Gerade
beriihren, da diese auf der unendlich-entfernten Geraden ®, ausser-
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dem zwei imaginire gemeinschaftliche Punkte haben (8. 195); aber
auch allgemein zeigt sich leicht Folgendes:

Sind gegeben ein Strahlsystem (z, £), dessen Mittelpunkt B ist, und
ein Punktsystem (y, n) auf dem Triger %, so wird es im Allgemei-
nen einmal vorkommen, dass ein Paar conjugirter Strahlen des Strahl-
systems durch ein Paar conjugirter Punkte des Punktsystems hin-
durchgeht (8. 58 und 158); ein solches gemeinschaftliches Paar ist
immer reell vorhanden, sobald eines oder beide Systeme elliptisch
sind, oder wenn beide Systeme hyperbolisch sind mit den Asymptoten
g, h und den Asymptotenpunkten g, 0, falls die letzteren durch
die ersteren nicht getrennt werden, d. h. die Punkte g, §) entweder
in demselben Winkelraume oder in zwei Scheitelriumen von den
vier durch g und % gebildeten Winkelriiumen enthalten sind; wenn
aber g und f in zwei neben einander liegenden W inkelriumen
enthalten sind (Fig. 79), so giebt es kein
solches perspectivisch liegendes Paar con-

Jjugirter Elemente. Dann giebt es aber iiber- /

Fig. 79.

haupt gar keinen reellen Kegelschnitt der

Schaar; denn ein Kegelschnitt, welcher g, %

beriihrt und durch g geht, ist vollstindig in E& / \
dem Winkel- und seinem Scheitelraume ent-

halten, in welchem g liegt, mag er Elllpse

Hyperbel oder Parabel sein; er kann .alse nie durch einen Punkt ]
gehen, welcher in einem del Neben-Scheitelriume liegt. Die Schaar
enthilt also in diesem Falle keinen einzigen reellen Kegelschnitt.
Sehen wir daher von diesem illusorischen Falle ab, so giebt es ein
Strahlenpaar ! und 4 des Strahlsystems (B), welches den Triger A
in einem Paare conjugirter Punkte p und z des auf ihm gegebenen
Punktsystems trifft, und dasselbe ist nach dem Obigen leicht zu con-
struiren. Diese besonderen perspectivisch-liegenden Paare I, 4 und
P, m conjugirter Elemente beider gegebenen Systeme beherrschen diese
gemischte Kegelschnittschaar. Geht niimlich [ durch p und 4 durch
%z, so wird, weil p und = ein Paar conjugirter Punkte in Bezug auf jeden
Kegelschnitt dieser Schaar sein miissen, die Polare von p durch =
gehen; sie muss aber andererseits auch den Pol von [/ enthalten, weil
I durch p geht; der Pol von ! muss ferner auf der Geraden 4
liegen, weil / und Z- conjugirte Gerade fiir alle Kegelschnitte der
Schaar sind; es sind also nur zwei Moglichkeiten vorhanden, entweder
ist = selbst der ol von I, oder wenn er es nicht ist, so muss 1 die
Polare von p sein; die Kegelschnitte der Schaar zerfallen daher in
zwei Gruppen: fiir die erste Gruppe sind p und A Pol und Polare, fiir
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die zweite Gruppe sind # und ! Pol und Polare. Bezeichnen wir diese
beiden Gruppen, in welche die gemischte Kegelschnittschaar zerfiillt,
durch [p, 4] und [z, 1], so ergiebt sich folgendes Verhalten: Weil
in der Gruppe [p, 4] die Polare 2 von p durch B geht, so muss auch
die Polare von B durch p gehen, und weil der Pol p von 4 auf A
liegt, so muss auch der Pol von U auf A liegen, dagegen in der
Gruppe [m, [] geht die Polare von B bestiindig durch =, und der Pol
von U liegt immer auf . Wir haben also folgendes Resultat:

Die gemischte Kegelschmitischaar von zwei festen Tangenten, deren
Schnittpunkt B, und zwei festen Punkten, deren Verbindungslinie U sei,
zerfallt in zwei Gruppen von Kegelschnitten; fiir jede derselben gehl die
Polare von B (Beriihrungsselme der beiden festen Tangenten) durch je
einen festen Punkt p und =, welche auf U licgen, und der Pol der Ge-
raden A (Schmittpunkt der Tangenten in den beiden festen Pumkiten) liegt
auf je einer festen Geraden 4 und 1, welche durch B gehen; die Geraden
A wund 1 gehen resp. durch die Punkte m wnd p und sind zugeordnet-har-
monische Strahlen zw den beiden festen Tangenten, sowie p und w zuge-
ordnet-harmonische Punlte zu den beiden festen Punkten der Schaar sind.

Fiir den vollstindig reellen Fall, wenn beide Systeme (B) und
() hyperbolisch sind, also die Asymptoten gh des Strahlsystems die
beiden festen Tangenten und die Asymptotenpunkte gl) des Punkt-
systems die beiden festen Punkte der gemischten Kegelschnittschaar
sind, ist zu bemerken, dass die Kegelschnitte von jeder der beiden
Gruppen paarweise mit einander zusammenhiingen: Ziehen wir nimlich

Fig. 80.

\ e
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irgend einen Strahl durch p, welcher g und % in den Punkten #, und
t, trifft, so wird auch, wenn wir ¢ und ¢ mit = verbinden und die
Schnittpunkte dieser Verbindungsstrahlen mit % und g durch # und
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{, bezeichnen, die Verbindungslinie #;¢, durch p laufen miissen (Fig. 80),
denn die Strahlen ghli sind harmonisch, und aus der harmonischen
Eigengchaft des Vierecks folgt die Richtigkeit der obigen Behauptung.
Es giebt hiernach zwei Kegelschnitte der Gruppe [p, 1], von denen der eine
in #t,, der andere in ##, die Geraden g/ beriithrt und durch g geht;
andererseits giebt es aber auch zwei Kegelschnitte der Gruppe [z, ],
deren einer in (¢ ¢;, der andere in f,#, die Geraden gh beriihrt und
ausserdem durch gf) geht; diese vier Kegelschnitte, welche paarweise
den beiden Gruppen angehbren, berithren sich in den vier Punkten
4 byt,t, derartig, dass jeder aus der einen Gruppe die beiden- andern
aus der andern Gruppe beriihrt; die vier Punkte ¢ 4,47, liegen ferner
mit den festen Punkten gf) in einem Kegelschnitt 8®, weil g und }
zugeordnete Punkte sind zu p und w, zwei Diagonalpunkten des voll-
stindigen Vierecks ¢,7,%,¢,. Dieser Kegelschnitt 8 ® hat Bpz zu einem
Tripel conjugirter Punkte, folglich ist pz die Polare von B in Bezug
auf ibn, und daher sind Bg und B seine Tangenten in den Punkten
g und fj. Veriindern wir den willkiirlich durch p gezogenen Strahl,
so verindert sich auch das Viereck der vier Beriithrungspunkte #,%,%,¢,
und der Kegelschnitt 8®; ersteres behiilt das feste Diagonaldreieck
Bpm und ein Seitenpaar ¢gh unveriindert, der Kegelschnitt 8@ be-
schreibt eine Schaar sich doppelt berithrender Kegelschnitte, welche
in den Punkten g und §) die gemeinsamen Tangenten Bg und BY) haben.

In analoger Weise ordnen sich die Kegelschnitte der gemisch-
ten Schaar zu zwei und zwei Paaren, wenn man auf [ einen beliebi-
gen Punkt p nimmt, ihn mit g und § verbindet und die Schnittpunkte
dieser Verbindungsstrahlen mit 2 abwechselnd mit f) und g verbindet,
~ welche beiden Linien-sich wiederum auf ! schneiden; man erhilt da-
durch ein Vierseit, dessen Diagonaldreiseit A /2 ist, und von dem ein
Paar Gegenecken g und §) sind; die vier Seiten dieses Vierseits sind
die Tangenten von vier Kegelschnitten, welche paarweise den beiden
Gruppen [p, 4] und [, ] angehoren und sich derartig beriihren, dass
jeder aus der einen Gruppe die beiden andern aus der andern Gruppe
beriihrt. Die vier Seiten dieses Vierseits und die heiden Geraden g¢
und 7 sind sechs Tangenten eines Kegelschnitts, der {4 zum Tripel
conjugirter Strahlen hat und daher die Geraden g und % in denjenigen
beiden Punkten beriihrt, in welchen sie von 2 geschnitten werden;
verindern wir den willkiirlich angenommenen Punkt p auf der Geraden
I, so verindert sich sowohl jenes Vierseit, als auch dieser Kegel-
schnitt und letzterer durchliuft eine Schaar einander doppelt beriihrender
Kegelschnitte, deren beide Beriihrungspunkte die Schnittpunkte von g
und % mit der Geraden ¥ sind. :



364 .« Dritter Abschnitt.

§. 54. Die gemeinschaftlichen Punkte, Tangenten und das gemeinsame
Tripel conjugirter Punkte und Strahlen fiir zwei beliebig angenommene
Kegelschnitte. <

Zwel willkiirlich in der Ebene angenommene Kegelschnitte kinnen
hochstens vier gemeinschaftliche Punkte und vier gemeinschaftliche
Tangenten haben, denn durch fiinf dieser Elemente ist der Kegel-
schnitt im Allgemeinen eindeutig bestimmt, d. h. zwei Kegelschnitte,
welche z. B. fiinf Punkte gemeinschaftlich haben, miissen identisch zu-
sammenfallen. Die Frage nach der Realitiit dieser gemeinschaft-
lichen Punkte und Tangenten sowie die Construction derselben
ist fiir viele geometrische Untersuchungen unerliisslich, insbesondere
fiir die Construction des Kegelschnittbiischels und der Kegelschnitt-
schaar, welche beiden Gebilde durch zwei Kegelschnitte vollstindig
und eindeutig bestimmt werden. Ks soll daher diese Frage nachiriig-
lich beantwortet werden.

Ein Kegelschnitt theilt die unendliche Ebene in zwei Gebiete,
welche wir das iussere und innere Gebiet nennen; ersteres wird er-
fiilllt von simmtlichen Tangenten des Kegelschnitts, letzteres von
keiner getroffen. Denken wir uns eine veriinderliche Tangente an
dem Contour eines Kegelschnitts herumbewegt, so durchstreift dieselbe
das ganze fussere Gebiet doppelt; denn halten wir den Beriihrungs-
punkt in der Tangente fest, so theilt er jedesmal dieselbe in zwei
unendliche Hilften, und wihrend der Berithrungspunkt den Contour
des Kegelschnitts einmal durchliuft, durchstreift jede der beiden
Hiilften das ganze #ussere Gebiet. Bei der Hyperbel bildet das
dussere Gebiet ein zusammenhiingendes Ganze von unendlicher Aus-
dehnung; das innere Gebiet besteht aus zwei getrennten (im Unend-
lichen zusammenhiingenden) Theilen ebenfalls von unendlicher Aus-
dehnung. Die Bewegung der Tangente mit ihrem Berithrungspunkt
lings des Contours der Hyperbel zeigt den Zusammenhang der beiden
Hyperbelzweige im Unendlichen (S.120). Das innere Gebiet der Ellipse
ist von endlicher Ausdehnung, das Hussere von unendlicher; bei der
Parabel sind beide von unendlicher Ausdehnung und jedes in sich zu-
sammenhingend.

Wenn wir zwei Kegelschnitte K® und K® in der Ebene will-
kiirlich annehmen, so konnen drei wesentlich verschiedene Fiille riick-
sichtlich ihrer gegenseitigen Lage eintreten, nimlich 1) ist das innere
Gebiet des einen ganz in dem inneren Gebiete des anderen enthalten
und zugleich enthiilt das Hussere Gebiet des ersteren ganz das fussere
Gebiet des letzteren, d. h. der eine Kegelschnitt liegt ganz innerhalb
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des anderen, oder 2) das innere Gebiet des einen liegt ganz in dem
dusseren Gebiet des anderen und zugleich das #ussere Gebiet des
ersteren enthiilt ganz das innere des anderen, d. h. der eine Kegel-
schnitt liegt ganz ausserhalb des anderen, oder 3) das innere Gebiet
des einen greift theilweise iiber in das innere Gebiet des anderen. In
den Fillen 1) und 2) konnen die Kegelschnitte keinen reellen Punkt
gemeinschaftlich haben, im Falle 3) miissen sie gemeinschaftliche
Punkte haben und zwar nothwendig zwei oder vier; demn verfolgen
wir den Contour des einen, so muss ein auf demselben sich bewegen-
der Punkt aus dem #Husseren Gebiete des anderen in das innere Gebiet
desselben iibertreten bei der Annahme, dass ein Theil der inneren
Gebiete sich deckt; der sich bewegende Punkt muss aber auch wiedernm
aus dem inneren (ebiet in das Hussere zuriickkehren, von wo wir ihn
ausgehen liessen, bei dem continuirlichen Durchlaufen des zusammen-
hiingenden (bei der Hyperbel durchs Unendliche zusammenhéingenden)
Contours; er-muss also mindestens zweimal die Grenze iiberschreiten,
kann es aber auch viermal thun, d. h. zwei Kegelschnitte haben entweder
keinen oder zwei oder vier gemeinschaftliche Punlite; haben sie einen ge-
meinschaftlichen Punlit, so miissen sie noch einen zweiten reellen Punkt
gememschaftlich haben, konnen aber auch noch drei haben; haben sie drei
reelle Punkte gemein, so wmiissen sie noch einen wierten reellen gemein-
schaftlichen Punkt haben (S. 238). Hieraus folgt unmittelbar das polar-
gegeniiberstehende Ergebniss: Haben ziwei Kegelschnitte eine veelle gemein-
schaftliche Tangente, so miissen sie noch eime zweite haben, kinnen  aber
auch moch drei andere gemeinschaftliche Tangenten haben; denn wenn
wir zwei Kegelschnitte mit einer reellen gemeinschaftlichen Tangente
in Bezug anf irgend einen Kegelschnitt als Basis polarisiren (S. 146),
so erhalten wir zwei neue Kegelschnitte, welche einen reellen Punkt
gemein haben, folglich nothwendig noch eimen zweiten oder drei
andere gemeinschaftliche Punkte; die urspriinglichen beiden Kegel-
schnitte haben daher nothwendig noch eine zweite gemeinschaftliche
Tangente, oder auch drei; hieraus folgt: Zwei Kegelschnitte habén ent-
weder keine oder zwei oder vier gemeinschaftliche Tangenten.

Wie nun gemeinschaftliche Punkte und Tangenten bei zwti Kegel-
schnitten zusammen auftreten, erkennen wir am deutlichsten, indem
wir das gemeinschaftliche Tripel conjugirter Punkte und Strahlen in
Bezug auf beide Kegelschnitte aufsuchen. Irgend ein Punkt in der
Ebene hat in Bezug auf jeden der beiden gegebenen Kegelschnitte
K® und K® eine bestimmte Polare; suchen wir solche Punkte in
der Ebene auf, fiir welche die beiden Polaren zusammenfallen; und
andererseits, jede Gterade in Bezug auf einen Kegelschnitt hat einen
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bestimmten Pol; suchen wir solche Gerade auf, welche fiir beide Kegel-
schnitte denselben Pol haben; eine Losung der ersten Frage giebt zu-
gleich eine Losung der zweiten, wie ersichtlich ist, und zwei Losungen
geben sofort eine dritte, denn seien # und X, y und ¥ zwei Paar
Pole und Polaren in Bezug auf beide Kegelschnitte, so muss der
Schnittpunkt (X, ¥) und die Verbindungslinie xzy ein drittes Paar
Pol und Polare fiir beide Kegelschnitte sein. Mehr als drei Losungen
der Frage kionnen aber im Allgemeinen nicht existiren, sobald die ge-
gebenen Kegelsclmitte von einander verschieden sind, denn wiiren » und X,
yund Y, (X, Y¥) =z und xy = Z diese drei Paare Pole und Polaren
und noch ein viertes Paar % und U, so liessen sich unendlich-viele neue
Paare herstellen, nimlich zu = ¥ und (X, U) =» u.s. £, und aus
diesen wieder neue, was einen netzartigen Fortgang hat; auf jeder
Verbindungslinie wie z. B. 2y wire ein Punktsystem bekannt, welches
beiden Kegelschnitten gleichzeitig zugehorte, und die beiden Asym-
ptotenpunkte wiiren allemal ein Paar gemeinschaftlicher Punkte beider
Kegelschnitte (reell oder imaginiir), die beiden Kegelschnitte hiitten
also unendlich-viele gemeinschaftliche Punkte und wiiren somit iden-
tisch.

Nach dieser vorliufigen Bemerkung kommt es darauf an, jene
besonderen Punkte zu finden, deren Polaren in Bezug auf beide
Kegelschnitte zusammenfallen; bewegen wir zu diesem Zwecke einen
veriinderlichen Punkt p auf einer beliebigen Geraden &, so wird seine
Polare in Bezug auf den ersten Kegelschnitt K® ein Strahlbiischel
beschreiben, welches um den Pol o der Geraden & sich dreht und
projectivisch ist mit der von P beschriebenen Punktreithe auf dem

Triger ® (8. 145); ebenso die Polaren von den Punkten p in Bezug
" auf den zweiten Kegelschnitt K®; diese beiden projectivischen Strahl-
biischel, deren Mittelpunkte o und o, sind, erzeugen selbst einen
Kegelschnitt £®, welcher durch o und o, geht und die Eigenschaft
besitzt, dass sich in jedem Punkte q desselben die Polaren eines ge-
wissen Punktes p der Geraden & in Bezug auf beide Kegelschnitte
K® und K® schneiden, also auch umgekehrt: Die Polaren eines jeden
Punktes *q des Kegelschnitts ®® in Bezug auf beide Kegelschnitte
K® und K® ftreffen sich in einem Punkte p der Geraden &; wenn
wir jetzt eine zweite Gerade &, annehmen und von einem veriinder-
lichen Punkte p, durchlanfen lassen, so erhalten wir in derselben
Weise einen zweiten Kegelschnitt &®, welcher durch die beiden
Pole m und m, der Geraden ©,; riicksichtlich der Kegelschnitte
K® und K® hindurchgeht und alle Punkte g, enthilt, deren
Polaren in Bezug auf K@ und K® sich in einem Punkte p, der
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Geraden &, treffen. Die beiden Kegelschnitte £ und £& haben
nun einen unmittelbar anzugebenden Punkt gemein; der Schnittpunkt
P der Geraden &, &, hat niimlich in Bezug auf K® und K® zwei
Polaren, welche sich in @ treffen, und durch ¢ miissen offenbar beide
Kegelschnitte 8 und 8® hindurchgehen; sie haben nach dem Obigen
nothwendig noch einen oder drei andere gemeinschaftliche Punkte,
welche die Losung der vorgelegten Frage darbieten; sei z ein gemein-
schaftlicher Punkt der Kegelschnitte 8@ und &® ausser dem bekann-
ten ¢, so miissen, weil 2 in 8® liegt, seine Polaren riicksichtlich
K® und K® sich in einem Punkte g der Geraden (& treffen, und weil
@ in 8O liegt, miissen sie sich in einem Punkte § der Geraden ©,
treffen; die Punkte § und £ fallen aber micht zusammen in P, weil
sonst # in @ lige; folglich miissen die Polaren von z riicksichtlich
beider Kegelschnitte K@ K® in die Gerade £E hineinfallen, d. h.
x ist ein Punkt der gesuchten Art. Wir schliessen also: Fs giebt in
der Lbene im Allgemeinen drei Punlkte xyz der Axt, dass fiir jeden der-
selben die Polaren riicksichtlich zweier gegebenen Kegelschnitte K® wnd
K zusammenfallen; von diesen drei Punkten wmuss einer immer reell
sein. Nehmen wir an, es wiren alle drei reell, so zeigt sich ein
merkwiirdiger Zusammenhang zwischen ihnen und ihren Polaren fiir
die Kegelschnitte K® und K®. Wenn nimlich die Polare von z in
Bezug auf A® und K® in & und § resp. die Geraden G, trifft
und die Polare von y in % und 7,, so muss auch der Schnittpunkt
(E&,, m1,) ein solcher Punkt sein, dass er dieselbe Polare xy in Be-
zug auf beide Kegelschnitte K® K® hat; es giebt aber nur noch einen
einzigen dritten Punkt dieser Art, niimlich z, den vierten Schnittpunkt
der beiden Kegelschnitte 8@ und 8 ®, folglich muss der Punkt (££,, n1,)
mit 2z coincidiren, und seine Polare, welche in & und § resp. die
Geraden & und @&, trifft, muss die Verbindungslinie zy sein; es ist
also z der Pol von #y und in gleicher Weise z der Pol von yz und
y der Pol von zz; die drei Punkte xyz licgen daher so, dass jeder der
Pol der Verbindungslinie der beiden andern ist, d. h. sie bilden ein
Lripel conjugirter Punkte fiir beide Kegelschnitte K® und K®, und die
Verbindungslinien:
(y)=X (20)=Y (ay)=Z

ein Tripel conjugirter Strahlen. Hierdurch ist zugleich die zweite
oben aufgestellte Frage beantwortet, niimlich solche Gerade in der
Ebene zweier gegebenen Kegelschnitte K® K® zu finden, deren Pole
in Bezug auf beide zusammenfallen; denn eine solche Gerade muss
die Triiger & und @, in zwei derartigen Punkten p und p, treffen,
dass der Schnittpunkt der Polaren von-p in Bezug auf K® und K®
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mit dem Schnittpunkt der Polaren von p, zusammenfillt, und solcher
Geraden giebt es, wie wir gesehen haben, nur die drei E§,, u#,, &&
oder X, Y, Z. Wir haben also folgendes Resultat:

Es giebt in der Ebene im Allgemeinen drei Gerade X Y Z der Art, dass
fiir jede derselben die Pole riicksichtlich zweier gegebenen Kegelsclmitte K®
und K® zusammenfallen; von diesen drei Geraden muss eine inumer reell
sein; sind alle drei veell, so bilden sie ein Tripel conjugirter Strahlen fiir
beide Kegelschnitte K@ und K@, d. h. der Pol jeder ist der Schwittpunkt
der beiden andern.

Da von dem gemeinschaftlichen Polardreieck, dessen Ecken xy2z und
gegeniiberliegende Seiten X Y Z gleichzeitig beziehungsweise ein Tripel
conjugirter Punkte und Strahlen fiir beide gegebenen Kegelsehnitt'é sind,
entweder alle Ecken und Seiten reell sind oder nur eine KEcke x# und
die gegeniiberliegende Seite X, so brauchen wir auch nur diese beiden
immer reellen Elemente, deren Construction oben angegeben ist, zu
ermitteln und kionnep die iibrigen auf folgende Art aus ihmen finden:
Die Polare X von z ist der Triiger zweier verschiedenen Punktsysteme,
welche beziehungsweise den Kegelschnitten K® und K® zugehiren;
haben dieselben ein gemeinschaftliches Paar conjugirter Punkte (Seite 58
und 158), so muss dasselbe ans den Punkten y und 2z bestehen; dieses
Punktpaar kann also nur dann imaginir sein, wenn .die auf X
befindlichen Punktsysteme, welche den Kegelschnitten K® und K®
zugehiren, beide hyperbolisch sind und die Asymptotenpunkte dersel-
ben sich gegenseitig trennen, oder mit andern Worten, wenn die
Gerade X beide Kegelschnitte K® und K® in je zwei reellen Punkten
schneidet, von denen das eine Paar durch das andere und zugleich
dieses durch jenes getrennt wird. Wenn die Kegelschnitte K® und
K® keinen reellen Punkt gemein haben, also in der oben mit 1) und
2) bezeichneten Lage sich befinden, bei welcher entweder der eine -
ganz innerhalb oder ganz ausserhalb des andern gelegen ist, dann ist
es ersichtlich, dass jede Gerade,-welche beide in reellen Punktpaaren
schneidet (also auch X), sie nothwendig so treffen” muss, dass die
Schnittpunktpaare nicht durch einander getrennt werden; also schliessen
wir: Zwei Kegelschnitte, welche keinen veellen Punkt gemein haben, miissen
nothwendig ein reelles Tripel cowmjugirter Punkte xyz gemeinschaftlich
haben, denn es giebt iiberhaupt keine Gerade in der Ebene zweier so
gelegener Kegelschnitte, welche dieselben in Punktpaaren triife, die
einander trennen, also auch kein X der Art. Andererseits haben zwei
Kegelschnitte, welche vier reelle gemeinschaftliche Punkte -haben,
immer ein reelles gemeinsames Tripel xyz, welches a priori zu be-
stimmen von frither her bekannt ist, niimlich das Diagonaldreieck des
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von den vier Schnittpunkten gebildeten vollstiindigen Vierecks; also
bleibt dafiir, dass die beiden Kegelschnitte K® und K®" von dem
gemeinsamen Tripel allein # und X reell haben, der einzige Fall
tibrig, dass die beiden Kegelschnitte nur zwei reelle Schnittpunkte
haben; wir schliessen also: Wenn zwei Kegelschnitte nur zwei reelle
Schnittpunlte haben, so ist wvon dem gemeinschaftlichen Tripel nur ein
Punkt = und seine Polare X (die Verbindungslinie der beiden andern)
reell. Denn wiire das Tripel xyz vollstindig reell und die Kegel-
schnitte hiitten nur einen reellen Punkt & gemeinschaftlich, so wiirde,
wenn der Schnittpunkt (ex, X) =y ist, der vierte harmonische
Punkt zu ezy, dem e zugeordnet, nothwendig auch ein gemeinschaft-
licher Punkt beider Kegelschnitte, also der zweite Punkt 8 sein miissen;
in gleicher Weise wiirden wir aber noch zwei andere reelle gemein-
schaftliche Punkte erhalten, indem wir &« mit y und 2 verbinden und
die gleiche Construction ausfithren; wenn also die Kegelschnitte ein
reelles gemeinschaftliches Tripel und nur einen Punkt gemein hétten,
so miissten sie vier reelle gemeinschaftliche Punkte haben; es kann
mithin, wenn sie nur zwei reelle Schnittpunkte haben, das Tripel
nicht vollstindig reell sein, sondern nur # und X, und zugleich
miissen die beiden reellen gemeinschaftlichen Punkte mit # in gerader
Linie liegen; und umgekehrt: Wenn von dem gemeinschaftlichen
Tripel zweier Kegelschnitte allein ein Tripelpunkt # und seine zuge-
hirige Polare X reell sind, so miissen die beiden Kegelschnitte zwei
und nur zwei reelle gemeinschaftliche Punkte haben.

Ganz #hnlich verhilt es sich mit den gemeinschaftlichen Tangenten
zweier Kegelschnitte. Wenn zwei Kegelschnitte vier reelle gemeinschaft-
liche Tangenten haben, so haben sie ein vollstindig reelles gemeinschaft-
liches Polardreieck, niimlich das Diagonaldreieck des von jenen vier
Tangenten gebildeten vollstindigen Vierseits. Ebenso: Wenn zwei
Kegelschnitte keine reelle gemeinschaftliche Tangente haben, so miissen sie
cin reelles T'ripel conjugirter Strahlen (und Punkte) besitzen. Dies folgt
durch Polarisation aus dem oben Nachgewiesenen: dass, wenn zwei
Kegelschnitte keinen reellen Punkt gemein haben, ihr gemeinsames Tripel
vollstiindig reell sein muss. Denn polarisiren wir die beiden gege-
benen Kegelschnitte K® und K, von welchen angenommen wird,
dass sie keine reelle gemeinschaftliche Tangente haben, so erhalten
wir zwei neue Kegelschnitte, welche Keinen reellen Punkt gemein
haben, und da diese ein reelles gemeinschaftliches Tripel haben, so-
miissen auch jene ein solches haben, indem aus Pol und Polare eines
Kegelschnitts durch Polarisation allemal wieder Polare und Pol des

Polarerzeugnisses wird (8. 146), also auch aus einem Tripel conjugirter
Steiner, Vorlesungen II. 2. Aufl, - 24
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Punkte ein Tripel conjugirter Strahlen, was ja gleichzeitig ein Tripel
conjugirter Punkte giebt. Wenn endlich die gegebenen Kegelschnitte
K® und K® nur zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten haben, so
kann ihr gemeinschaftliches Tripel nicht ganz reell sein, sondern nur
X und z; denn wiiren alle drei conjugirten Strahlen XY Z des Tripels
reell, so miissten die Kegelschnitte, sobald sie nur eine reelle gemein-
schaftliche Tangente hitten, alle vier reell haben; wir finden niimlich,
wenn « die erste wiire, die drei iibrigen, indem wir durch jeden
Schnittpunkt derselben mit X, Y, Z den vierten harmonischen, ihr
zugeordneten Strahl construiren, wihrend je ein Tripelstrahl und die
Verbindungslinie jenes Schnittpunktes mit dem Pol dieses Tripelstrahls
das andere Paar zugeordneter Strahlen sind. Also: Wenn zwei Kegel-
schnitte nur zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten haben, so ist won
ihrem gemeinschaftlichen Tripel allein ein Tripelstrahl X und sein Pol x
(der Schnittpunkt der beiden andern) reell; und auch umgekehrt: Wenn
allein X und # reell sind, so miissen die Kegelschnitte zwei und nur
zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten haben. Hieraus folgt in Ver-
bindung mit dem Obigen: Zwei Kegelschnitte, welche nur zwei reelle
Schmittpunkte haben, miissen zwei und nur zwei reelle gemeinschaftliche
Tangenten besitzen, und umgekehrt. (Vgl. §. 62.)

Hieraus ersehen wir, dass bei zwei beliebig angenommenen Kegel-
schnitten K® und K® riicksichtlich ihrer gemeinschaftlichen Punkte
und Tangenten iiberhaupt nur folgende 5 Fiille eintreten kinnen:

A) Das gemeinschaftliche Tripel zyz und X = (y2), ¥ = (¢x),
Z = (xy) ist vollstindig reell:
1. Die beiden Kegelschnitte haben keinen reellen Punlt und Feine
reelle Tangente gemeinschaftlich. :

IL. Die beiden Kegelschmitte haben keinen reellen Punkt, aber vier

reelle Tangenten gemeinschaftlich.
1IL. Die beiden Kegelschnitte haben vier reelle Punkte, aber keine

reelle Tangente gemeinschaftlich.
IV. Die beiden Kegelschnitte haben vier reelle Punkte und vier

reelle Tangenlen gemeinschaftiich.

B) Von dem gemeinschaftlichen Tripel ist nur ein Tripelpunkt
und ein Tripelstrahl X, seine Polare, reell:

V. Die beiden Kegelschwitte haben nur zwei veelle Punkte und
gleichzeitiy nur zwei reelle Tangenten gemeinschaftlich.

Wie in diesen fiinf Fiillen das gemeinsame Tripel riicksicht-
lich der heiden gegebenen Kegelschnitte gelegen ist, lisst sich auf
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folgende Weise erkennen: Kin Tripel conjugirter Punkte fiir einen
Kegelschnitt- liegt (S. 148) immer so zu demselben, dass ein Tripel-
punkt in dem inneren Gebiete des Kegelschnitts, die beiden anderen
in dem iiusseren Gebiete enthalten sind d. h. von den drei conjugirten
Strahlen zwei den Kegelschnitt in zwei reellen Punktpaaren und der
dritte nicht schneidet. Das gemeinschaftliche Tripel zweier Kegel-
schnitte kann demmnach, wenn es vollstindig reell ist, nur auf zwei
Arten zu demselben gelegen sein:

entweder oder
% | innerh. X®, innerh. K(® x | ausserh. X ausserh. £ ®
i | ausserh. K® ausserh. K@ 4 | innerh. K®, ausserh. K
z | ausserh. K@, ausserh. A® 2 | ausserh. K innerh. K®
2 1 ? 1

(a) (8)

X| trifft weder K®, noch K® | X| triftt K® wnd K®
Y| trifft K und KO | Y | trifft nicht K®, aber K®
Z| trifft K® und K® | | Z| triftt &®, aber nicht K®

In dem Falle 1. liegt das Tripel nach der Art («); da von
den beiden Kegelschnitten der eine ganz in dem innern Gebiete des
andern enthalten ist (s. S. 364, 1)), so kann der Fall (8) nicht ein-
treten, denn lige K® ganz innerhalb K®, so miisste jeder Punkt
innerhalb K® a fortiori auch innerhalb K® liegen, folglich wiire kein
z moglich, es muss daher der Fall (&) eintreten.

Im Falle 11. liegt das DTripel nach der Art (8); da der eine
Kegelschnitt ganz ausserhalb des andern liegen muss (s. S. 364, 2)), so
giebt es keinen Punkt, der innerhalb beider liegt; der Fall («) kann
also nicht stattfinden, weil es kein z giebt, folglich muss der Fall (8)
eintreten. .

In dem Falle 111. liegt das Tripel nach der Art (8); dies folgt aus
dem vorigen Falle durch Polarisation; denn das polarisirte Gebilde
des vorigen giebt zwei Kegelschnitte, welche keine reellen Tangenten,
aber vier reelle Punkte gemein haben, und das Tripel conjugirter
Punkte geht in das Tripel conjugirter Strahlen {iber; es ist aber

offenbar, dass beide iibereinstimmend liegen miissen, folglich liegt
das Tripel im Falle IIL. so wie im Falle II. nach der Art (8).

In dem Falle IV, liegt das Tripel nach der Art (&); denken wir
uns, da die vier gemeinschaftlichen Tangenten reell sind, die ganze
Schaar der dem Vierseit einbeschriebenen Kegelschnitte, so erfiillen
dieselben, wie wir wissen (S. 282), nur die fiinf elliptischen Riume

(e), wihrend die sechs hyperbolischen .Réume (4) frei bleiben
24 %
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(Fig. 81), und auf diese fiiuf elliptischen Riume vertheilen sich die

Kegelschnitte der Schaar in zwei Gruppen Ellipsen und zwei Gruppen

Hyperbeln der Art, dass die eine Gruppe Ellipsen ganz in dem Raume

(e), die eine Gruppe Hyperbeln ganz in den Riumen (e,) und (¢,), die
Fig. 81.

(n) \/
>/" (k)

(eq) e) !
Farn ,.1. = _{/E)_._X }j(i'}'Tr —
T e N
; AT \\\ (;,3 s

andere Gruppe Ellipsen ganz in dem Raume (¢;) und die letzte Gruppe
Hyperbeln ganz in den Riumen (e;) und (e,)) enthalten ist. Wenn
also zwei Kegelschnitte dieser Schaar K® und K® reelle Schnittpunkte
haben sollen, wie in IV., so miissen sie entweder beide im Raume (¢),
oder beide in (¢,) und (e,), oder beide in (e;), oder beide in (¢;) und
(e,), oder einer in (e;) und der andere in (e;) und (e,) enthalten sein,
denn diese Riiume e schliessen sich gegenseitig aus; bei diesen fiinf
Annahmen liegt aber immer das Tripel zy# nach der Art («); liegen
nun beide Kegelschnitte im Raume (¢), so liegt x ausserhalb beider
und auch z; sind beide in (¢,) und (e,) enthalten, so liegen y und 2
ausserhalb beider; sind sie in (eg;) enthalten, so liegt # und y ausser-
" halb beider; sind beide in (e;) und (e¢,) enthalten, so liegen wiederum
2 und y ausserhalb beider, und endlich auch, wenn einer in (e;), der
andere in (¢,) und (e,) enthalten ist. Unter allen méglichen Annahmen
liegt also im Falle IV. das Tripel xyz nach der Art («).

In dem Falle V. licgt der veelle Tripelpunkt x ausserhall beider
Kegelschnitte, und seine Polare X schneidet beide Kegelschnitte in reellen -
Punlitpaaren, welche eimander trenmen, wie wir dies schon oben ge-
sehen haben. i

Es ist noch zu bemerken, dass, wihrend die Lage der Fille I,
I1., IV, V. bei jeder Art von zwei Kegelschnitten (Ellipse, Parabel, Hy-
perbel) auftreten kann, der Fall III. nur moglich ist, wenn wenigstens
einer der beiden Kegelschnitte Hyperbel ist. Dies folgt wiederum
durch Polarisation des Falles I, wo jeder Kegelschnitt ganz in dem
fusseren (ebiet des andern liegt, also kein Punkt existirt, welcher
gleichzeitig innerhalb beider sich befindet. Das Polar. Erzeugniss
eines Kegelschnitts K® wird aber nur Ellipse, wenn der Mittelpunkt
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der Basis innerhalb K@ liegt (S. 146), und da es im Falle II. keinen
Punkt giebt, welcher gleichzeitig innerhalb K® und K® liegt, so muss -
das Polarerzeugniss der Art sein, dass wenigstens einer der beiden er-
zeugten Kegelschnitte Hyperbel ist (oder auch beide); weil aber durch
Polarisation des Falles II. der Fall III. hervorgeht, so muss von zwei
Kegelschnitten, welche vier reelle Punkte, aber keine reelle Tangente
gemein hahen, wenigstens einer Hyperbel sein.

Wir miissen noch eines besonderen Falles Erwithnung thun, welcher
eine Ausnahme macht. Aus der vorigen Untersuchung geht niimlich
hervor, dass im Allgemeinen zwei Kegelschnitte nur ein eimziges Tripel
conjugirter Punkie gemeinschaftlich haben, von dem entweder alle drei
Punkte z yz oder nur einer x und seine Polare X reell sind; die beiden
auf X befindlichen Punktsysteme, welche den beiden Kegelschnitten
zugehoren, haben als gemeinschaftliches Paar conjugirter Punkte y und
# und konnen, so lange sie von einander verschieden sind, nur ein
einziges gemeinschaftliches Paar hbesitzen; es kann aber der besondere
Fall eintreten, dass diese beiden Punkitsysteme identisch sind; alsdann
haben sie unendlich-viele Paare conjugirter Punkte gemeinschaftlich,
und die beiden Kegelschnitte haben wunendlich - viele Tripel conjugivter
Punkte gemeinschaftlich, welche indessen eine Fcke z und die gegen-
iiberliegende Seite X gemein haben. Die Kegelschnitte haben dann
(8. 344) eine reelle oder ideelle doppelte Berithrung, und es folgt hieraus,
dass zwei Kegelschnitte, auch ohne identisch_zu sein, mehr als ein
gemeinschaftliches Tripel haben kénnen; dass sie dann aber eine
(veelle oder ideelle) doppelte Beriilirung haben miissen und den unendlich-
vielen gemeinschaftlichen Tripeln eine Ecke und die gegeniiberliegende
Seite (Polare) gemeinsam ist.

Nachdem wir vermittelst des aufgefundenen gemeinschaftlichen
Tripels zweier Kegelschnitte alle mdglichen Fille hinsichtlich der
Realitiit ihrer gemeinschaftlichen Punkte und Tangenten erdrtert haben,
bleibt "es mnoch tibrig, eine directe Construction der letzteren aufzu-
finden, indem das gemeinschaftliche Tripel, dessen Construction oben
gegeben wurde, als bereits ermittelt angenommen wird. Um gemein-
schaftliche Punkte zweier Kegelschnitte K@ und K® aufzufinden, kommt
es darauf an, solche Gerade in der Ebene zu ermitteln, welchen in
Bezug auf beide Kegelschnitte dasselbe Punktsystem zugehort, denn
eine solche Gerade muss reelle oder ideelle gemeinschaftliche Secante
beider Kegelschnitte sein, je nachdem jenes Punktsystem hyperbolisch
oder elliptisch ist; um andererseits gemeinschaftliche Tangenten zweier
Kegelschnitte zu finden, kommt es darauf an, solche Punkte in der
Ebene zu ermitteln, denen in Bezug auf beide Kegelschnitte dasselbe
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Strahlsystem zugehort; denn die Asymptoten eines solchen Strahl-
systems, wenn es hyperbolisch ist, miissen gemeinschaftliche Tangenten
beider Kegelschnitte sein, und wenn es elliptisch ist, so nennen wir
einen solchen Punkt den Durchschnittspunkt zweier imaginiirer gemein-
schaftlicher Tangenten beider Kegelschnitte.

Jene Geraden und diese Punkte aufzufiiden giebt uns das gemein-
schaftliche Tripel ein Hiilfsmittel an die Hand; denn ein Tripelpunkt
z und seine Polare X besitzen die Eigenschaft, dass auf irgend einem
durch z gezogenen Strahl der Schnittpunkt £ mit X und der Punkt
2 ein Paar conjugirter Punkte fiir beide Kegelschnitte sind, also die
beiden Punktsysteme auf diesem durch # gezogenen Strahl, welche den
beiden Kegelschnitten zugehoren, das Punktpaar z£ zu einem gemein-
schaftlichen Paar conjugirter Punkte haben; drehen wir jetzt einen
Strahl um @, so kann es vorkommen, dass auf ihm noch ein zweites
Paar conjugirter Punkte beiden Punktsystemen gemeinschaftlich wird,
und dann miissen sie identisch sein, weil zwei Paare conjugirter Punkte
das Punktsystem bestimmen; also eine gemeinschaftliche Secante
wire gefunden. Lassen wir wie am Anfange unserer Betrachtung
einen Punkt p eine beliebige Gerade & durchlaufen, und treffen sich
die Polaren von p riicksichtlich der beiden Kegelschnitte K® und K® -
in dem veriinderlichen Punkte q, so beschreibt g, wie wir gesehen haben,
einen bestimmten Kegelschnitt £®, welcher dem gemeinschaftlichen
Tripel zyz umschrieben ist, und jedem Punkte p der Geraden & ent-
spricht ein bestimmter Punkt q des Kegelschnitts 8® von der Be-
schaffenheit, dass p und g ein Paar conjugirter Punkte beider gegebenen
Kegelschnitte K@ und K® sind. Dem Punkte x entspricht der Schnitt-
punkt § der Geraden ® mit X, den Punkten yz (wenn sie reell sind)
die Schnittpunkte 5¢ der Geraden @ mit ¥ und Z. Da p und g
immer ein Paar conjugirter Punkte sind fir K® und K{®, und z und
£ ein zweites Paar, so folgt aus dem auf 8. 153 bewiesenen Satze, dass
die Schnittpunkte (zp, £q) = q* und (zq, Ep) = p* ebenfalls ein Paar
conjugirter Punkte fiir beide Kegelschnitte sein miissen; weil aber der
letztere p* auf © liegt, so muss der erstere auf 8 liegen, d. h. die
Verbindungsstrahlen zp und £q treffen sich in einem Punkte q! des
Kegelschnitts §®), dessen conjugirter Punkt p' auf @ derjenige ist, in
welchem zq die Gerade @ trifft, oder mit andern Worten: Verbinden
wir £ mit einem Paar conjugirter Punkte p und g, resp. anf © und
K@ so treffen die Verbindungsstrahlen & und &® zum andern Male
in einem neuen Paar conjugirter Punkte p' und q'. Hieraus geht
hervor, dass die beiden Verbindungsstrahlen zp und zq bei der gleich-
zeitigen Bewegung von p und q ein Strahlsystem erzeugen. Sind
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nimlich o und o, die Pole der Geraden ® in Bezug auf die Kegel-
schnitte A® und K®, so beschreiben oq und o,q, die Polaren von
p, zwel projectivische Strahlbiischel mit der von p durchlaufenen Punkt-
reihe, erzeugen also jenen Kegelschnitt &2, der durch » geht; folglich
beschreibt auch xq ein mit oq, also mit der Punktreihe (p) pro-
jectivisches Strahlbiischel; zp und xq beschreiben mithin zwei con-
centrische projectivische Strahlbiischel, welche so auf einander liegen,
dass die Schenkel entsprechender gleicher Winkel verkehrt auf einander
fallen; denn wir haben gesehen, dass, wenn ap mit zq' coineidirt,
xq auf zp' fallen muss; nach S. 60 bilden daher #p und zq ein Strahl-
system; dieses Strahlsystem lisst sich leicht anschauen, sobald die
Gerade ® und der Kegelschnitt ® bekannt sind; denn wir haben ge-
sehen, dass zwei conjugirte Strahlen 2p und zq desselben den Kegel-
schnitt 82 in den Punkten q und q' durchbohren, deren Verbindungs-
sehne durch den festen Punkt £ geht, woraus noch einfacher folgt,
dass xp und zq ein.Strahlsystem erzeugen; jeder durch & gehende
Strahl trifit also den Kegelschnitt 2 in solchen zwei Punkten q und
q!, welche mit 2 verbunden zwei Strahlen liefern, die in den conju-
girten Punkten p' und p der Geraden ® hegegnen. Hieraus wird es
leicht, die eigentlich vorgelegte Frage zu beantworten; denn ist
das eben ermittelte Strahlsystem [2] hergestellt, und wir drehen einen
veriinderlichen Strahl um #, indem wir den jedesmal ihm conjugirten
Strahl aus diesem Strahlsystem hinzufiigen, so trifft ersterer den Kegel-
schnitt & und letzterer die Gerade & (und zugleich umgekehrt)
allemal in zwei Punkten q und p, welche fir K® und K® gleich-
zeitig conjugirt sind; sobald daher zwei solche conjugirte Strahlen
des Strahlsystems [x] zusammenfallen, miissen auf diesem Doppel-
strahl nicht allein die Punkte p und g, sondern auch die Punkte x
und der Sehnittpunkt & mit X je ein Paar conjugirter Punkte fiir
K® und K® sein, und da durch zwei Paare conjugirter Punkte ein
Punktsystem vollstindig und eindeutig bestimmt ist, so muss diesem
Doppelstrahl in Bezug auf K® und K® dasselbe Punktsystem zuge-
hioren, d. h. er muss (veelle oder ideelle) gemeinschaftliche Secante
der Kegelschnitte K@ und K® sein. Es kommt also Alles darauf an,
die Asymptoten des Strahlsystems [#] zu finden; dieselben werden
dadurch leicht ermittelt, dass wir durch § das Tangentenpaar an den
Kegelschnitt 8% legen und die Beriihrungspunkte ee' mit x verbinden.
Die vollstiindige Auflosung der Aufgabe: ,Die gemeinschaftlichen Punlte
zweier beliebig gegebenen Kegelschnitte K® und K® zu finden®, lisst sich
also /félgendermassen zusammenfassen:

‘Man nehme von den Punkten Y einer belicbigen Geraden © die
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Polaren in Bezug auf K® und K®, welche sich paarweise in einem ver-
dinderlichen Punkte  treffen, dessen Ort ein bestimmier Kegelschnitt &
ist; dasselbe mache man wmit einer zweiten Geraden &, dadwrch erhdlt
man einen z2weiten Kegelschnitt R . Die Kegelschnitte &2 und & haben
einen reellen Punkt Q gemein, den Schnittpunkt der Polaren von (&, ®,) = P
in Bezug auf beide Kegelschnitte K® und K®. Si¢” haben doher im
Allgemeinen noch drei andere Punkte xye gemein, (von denen wenigstens
eimer x und die Gerade X, auf welcher die beiden andern liegen, reell
sein muss). Die drei Verbindungslinien (yz) = X, (¢2) = ¥, (zy) = Z
treffen & in den Punkten Eqg; die Tangentenpaare aus diesen Schnift-
punkten an den Kegelschnitt 82 gelegt mogen die Beriihrungspunkte ec',
BB, yy* haben, dann sind die sechs Linien we, za', ypB, yp, 2y, 29t
sechs gemeinschaftliche Secanten der beiden Kegelschwitte K® und K®
und miissen sich zu je dreien in vier Punkten treffen, welche die ge-
suchten sind.

Hieraus ergiebt sich beildufig ein Satz, welcher auch auf directem
Wege zu verificiren ist:

Hat man eimem Dreieck zyz einen Kegelschnitt % wumschricben,
und werden die Seiten des Dreiecks ye, za, xy von einer beliebigen Trans-
versale resp. in den Punkten Eq§ getroffen ; legt man aus g § die Tangenten-
paare an 8 und bestimmt die Beriihrungspunkte derselben: e, pp*, vy,
so schneiden sich die sechs Verbindungsstrahlen ze, xe', yf, yp', gy, 2p*
zu je dreien in vier Punkten und sind die sechs Seiten eines vollstiindigen
Vierecks, dessen drei Dingonalpunkte xyz sind.

[Anmerkung. Wir bemerken noch, dass die Losung unserer Auf-
gabe nur eine Zuriickfilhrung derselben auf eine andere ist; um nimlich
die vier Schnittpunkte zweier beliebig gegebenen Kegelschnitte K® K®
zu finden, miissen wir drei Schnittpunkte xyz zweier andern Kegel-
schnitte £ &P ermitteln, welche einen bekannten vierten Punkt ¢
gemein haben. Diese Zuriickfiihrung ist in der Natur der Sache be-
griindet und nicht zu eliminiren; sie ist gleichbedeutend mit der Zurfick-
fihrung der Losung der biquadratischen auf die der cubischen Glei-
chung; wie denn itberhaupt in unserer Untersuchung eine geometrische
Losung der biquadratischen vermittelst einer cubischen und qpadra-
tischer Gleichungen enthalten ist.] ‘

Die analoge Construction der gemeinschaftlichen Tangenten der
Kegelschnitte K® und K® ist nach dem bekannten Uebertragungs-
princip unmittelbar herzustellen; mit den bereits construirten Linien
und Punkten konnen wir sie ein wenig abkiirzen, wie folgt: Von dem
Punkte P == (®, ®,) werden die beiden Polaren in Bezug auf K@ und
K®, die sich in @ treffen, und ein Kegelschnitt ® construirt, welcher
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dieselben beriihrt und dem Dreiseit X YZ einbeschrieben ist, also
durch diese fiinf Tangenten vollstindig bestimmt wird; zieht man die
drei Strahlen Pz, Py, Pz; dann schneiden dieselben den Kegelschnitt
@® in sechs Punkten, deren Tangenten an €® beziehlich aa’, bb?, cc!
heissen mogen; die Schnittpunkte (Xa) (Xa') (Y'b) (YbY) (Zc) (Zc)
sind die sechs Kcken (drei Paar Gegenecken) eines vollstindigen Vier-
seits, welches aus den vier gemeinschaftlichen Tangenten der beiden
Kegelschnitte K® K® gebildet wird und zu seinen drei Diagonalen X Y7
hat. Die Kegelschnitte 82 und €® haben die Beziehung zu einander,
dass ersterer den beiden Dreiecken zyz, Qoo, zugleich umschrieben ist
und der letztere diesen beiden Dreiecken gleichzeitig einbeschrieben ist.

Die gegebene allgemeine Lisung ist nun hinsichtlich der Realitit
der construirten gemeinschaftlichen Punkte und Tangenten der Kegel-
schnitte K® und K zu discutiren, und es sind dabei die obigen Fille
A) und B) zu unterscheiden. (Seite 370.)

A) Ist das Tripel zyz und X Y Z vollstindig reell, so kanp eine
gerade Linie & in der Ebene zu diesem Dreieck nur auf zwei wesentlich
verschiedene Arten gelegen sein: entweder sie trifft alle drei Seiten
desselben in ihren Verlingerungen (d. h. ausserhalb der Strecken
yz, 2z, xy) oder nur eine in der Verlingerung und dié beiden andern
zwischen den Ecken des Dreiecks; da der Kegelschnitt &2 dem
Dreieck xyz umschrieben ist, so miissen die drei Schnittpunkte Enf .
der Geraden ® mit den Dreiecksseiten entweder alle drei ausserhalb
K liegen oder nur einer ausserhalb und die beiden andern innerhalb;
von den sechs Berithrungspunkten ' gg* ¢! sind mithin entweder
alle oder nur zwei reell, und es giebt daher auch entweder sechs reelle
gemeinschaftliche Secanten oder nur zwei fiir die beiden Kegelschnitte
K® und K®, d.-h. die beiden Kegelschnitte haben entweder vier
reelle Schnittpunkte oder keinen, in dem letzten Falle aber zwei
angebbare ideelle gemeinschaftliche Seeanten.

" Andererseits kann ein Punkt P zu einem Dreiseit XYZ nur auf
zwei wesentlich verschiedene Arten gelegen sein: entweder seine Ver-
bindungslinien mit den Ecken xyz des Dreiseits treffen alle drei Seiten
in Punkten zwischen den Ecken desselben, oder von diesen Schnitt-
punkten liegt nur einer zwischen den Kcken des Dreiseits und die
beiden andern in den Verlingerungen der Seiten. Hiernach konnen
wir beurtheilen, in welche Riume die drei zusammengehirigen Strahlen
Pz, Py, Pz hineinfallen, wie auch der Punkt P in der Ebene liegen
mag, und miissen dazu sechszehn verschiedene Fille unterscheiden. Die
Seiten des Dreiecks zyz theilen niimlich die ganze Ebene in sieben
von einander getrennte Riume, den endlichen Dreiecksraum e, die drei
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an die Ecken xyz anstossenden Scheitelriiume ¢, von unendlicher
Ausdehnung und die drei den gegeniiberliegenden Seiten anliegenden
Riume Jhyhy ebenfalls von unendlicher Ausdehnung (Fig. 82). Da
nun jede durch eine der drei Ecken des Dreiecks gezogene Gerade
immer nur zwei zusammengehorige Réiume ¢, und %, oder ¢, und h,
oder ¢, und %, und ausserdem einen von den vier Riumen ch,k o
treffen kann, so vertheilen sich drei zusammengehdrige Strahlen
Pz Py Pz nur auf drelzehn von einander verschiedene Arten auf diese
Réume in folgender Weise:

Riume 1 2 3 4 5 6 7 8 9 J0==11 12 13
ehe wPa\l‘.;:\l@ Pzl Px| | gl | S |
| Py| Py| Py| Py ;

e‘,h e |Py| ‘ \

7 e h e ‘__P;i
e by | Pz _ i o
elhlksr \ I’J\l),, ezl i | | Py | Py |

e, hy by ‘ 1 } : B giai| \
k| | P2 s EZI

|

\

\

eyl

& Ry ly | ‘I I |\ l: i iImr I \ i \

Ziehen wir niimlich durch zyz drei Parallelen zu den Dreiecks-
seiten, so wird dadurch jeder der drei Réume % in vier Rdume zer-
legt, wodurch wir im Ganzen 3.4k 4 4e= 16 Riume erhalten.
Der Lage des Punktes P in je einem dieser 16 Riume entsprechen
16 Fille, die sich aber auf die obigen 13 reduciren, weil dreimal die
Lage des Punktes P in zwei verschiedenen Réumen eine gleiche Lage
von Pz, Py, Pz hervorruft; sobald nimlich P in dem Scheitelraum



Kegelschuittbiischel und Kegelschnittschaar, §. 54, 379

¢, und in dem Scheitelraum von /i, zwischen den beiden durch y und
z gezogenen Parallelen sich befindet, wird die Lage von Pz, Py, Pz
gleichartig. . : ;

Der Kegelschnitt €@, welcher dem Dreieck xyz einbeschrieben
ist, kann nur so gelegen sein, dass er ganz enthalten ist in einem der
Riume:

RN R R e N ) 6) 7
e hy hy hy, in ¢, und b, , in ¢, und h,, in ¢ und hs.

Von den drei Strahlen Pz, Py, Pz miissen ihn daher solche in reellen
Punkten treffen, welche in diese Riiume hineinfallen; aus dem obigen
Tableau erkennen wir aber leicht, dass, welcher dieser 7 Fille auch
angenommen wird, die drei Strahlen Pz, Py, Pz den Kegelschnitt
6™ entweder alle drei in reellen Punktpaaren treffen, oder nur einer
von ihnen; von den sechs Tangenten an' Hb! cc! sind also auch ent-
weder alle oder nur zwei reell, und von dem vollstindigen Vierseit
der wier gemeinschaftlichen Tangenten existiren daher entweder nur
ein Paar Gegenecken oder drei Paar, d. h. die beiden Kegelschnitte
haben entweder 4 reelle gemeinschaftliche Tangenten oder keine; in
dem letzten Falle existiren aber zwei angebbare Punkte, welche als
ein Paar Gegenecken des imaginiiren vollstindigen Vierseits anzusehen
sind. Wir erkennen hieraus, dass bei A) in der That nur die vier
oben mit I, I, IIL, IV. bezeichneten Fiille auftreten kinnen und auch
wirklich anftreten miissen, wie die angegebene Construction es er-
heischt. (Wir sehen dabei von speciellen Fiillen ab, indem einige der
construirten Punkte oder Linien zusammenfallen konnen, welche danu
als doppelt aufzufassen sind.)

B) Ist von dem gemeinschaftlichen Tripel der gegebenen Kegel-
schnitte K@ und K® nur ein Tripelpunkt 2 und ein Tripelstrahl X,
seine Polare d. h. die Verbindungslinie der beiden andern imaginiiren
Tripelpunkte reell, so schneidet X den Kegelschnitt &2 nicht (denn
schnitte sie ihn, so wiren die Schnittpunkte y 2z reell, was nicht der
Fall ist); alle Punkte der Geraden X liegen also ausserhalb des Kegel-
schnitts 2, mithin auch der Punkt £, in welchem & von X getroffen
wird; es giebt also aus § ein reelles Tangentenpaar an §®, und die
Beriihryngspunkte ee' mit z verbunden geben ein Seitenpaar des voll-
stindigen Vierecks der vier gemeinschaftlichen Punkte von K® und
K®. Von den- beiden Geraden za und ze' muss nun die eine in
zwei reellen gemeinschaftlichen Punkten die Kegelschnitte K® und
E® treffen, die andere in zwei imaginiiren. Denn wir konnen die
beiden Punktsysteme auf den Geraden xe und za! bestimmen, deren
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jedes beiden Kegelschuitten gleichzeitig zugehort, und werden finden,
dass das eine hyperbolisch, das andere elliptisch sein muss; mogen
- niimlich (Fig. 83) die Geraden 2z« und ze¢' der Geraden X in

gt r und ' begegnen und der Ge-
\ raden @ in b und b, so be-
> stimmen die Punktpaare 2y und

v
e .
@\, «b auf der ersten, zp' und «'b’
4 o ¥ (¢] auf der zweiten die Punktsysteme,
X y welche den Kegelschnitten K

)‘ und K@ gleichzeitig zugehoren.
a2 Die Geraden ® und X treffen
sich in & und ec' ist die Polare von & in Bezug auf den Kegel-
schuitt ®®; trifft diese also die X in &, so sind pp' und EE' zwei
Punktpaare desjenigen Punktsystems, welches der Geraden X in
Bezug auf den Kegelschnitt ®® zugehort; dieses ist nothwendig
elliptisch, weil die Schnittpunkte y2 von X und §® imaginir sind,
folglich miissen gr' durch £&' getrennt werden, d. h. wenn £ zwischen
rr' liegt, so liegt E' ausserhalb dieser Strecke und umgekehrt. Nun
liegen «o'E! in einer Geraden und DH'E in einer zweiten Geraden,
und diese Punkte sind je drei Schnittpunkte mit den Seiten des Dreiecks
2yr'; von den Schnittpunkten ££' wissen wir, dass sie getrennt werden
durch die Dreiecksecken rr'; von den Schnittpunkten irgend einer Ge-
raden in der Ebene wissen wir, dass nothwendig entweder keiner
oder zwei zwischen den Ecken eines Dreiecks liegen miissen; hieraus
folgt: Wenn wir in einem Dreieck xry, auf jeder Seite das Eckenpaar
als ein Paar conjugirter Punkte eines Punktsystems auffassen, und
zwei beliebige gerade Linien X und & in der Ebene des Dreiecks
jede Dreiecksseite in einem zweiten Paar conjugirter Punkte treffen
lassen, so miissen die drei dadurch hervorgerufenen Punktsysteme auf
den Dreiecksseiten entweder @) alle drei hyperbolisch oder b) zwei
elliptisch und eins hyperbolisch sein. Ks konnen aber nie alle drei
elliptisch oder eines elliptisch und die beiden andern hyperbolisch sein.
Da von unsern drei Punktsystemen auf den Seiten des Dreiecks
xxr,, weleche durch die Geraden X und & bestimmt werden, das eine
T, £ bekanntermassen elliptisch ist, so iiissen die beiden andern
verschiedener Art, d. h. eines elliptisch, das andere hyperbolisch sein,
folglich miissen die Kegelschnitte K® und K® in dem Falle B) zwei
reelle und zwel imaginiire Schnittpunkte, aber ein reelles Paar ge-
meinschaftlicher Secanten haben, welches durch x geht.

Wir konnen in #hnlicher Weise zeigen, dass in diesem Falle
B) andererseits auf der Geraden X zwei solche reelle Punkte existiren,
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dass fiir jeden derselben die in Bezug auf die Kegelschnitte K® und
K® gzugehirigen Strahlsysteme identisch werden, und dass von den
dadurch erhaltenen zwei Strahlsystemen nothwendig das eine hyper-
bolisch und das andere elliptisch ist; die Asymptoten des ersteren
sind die beiden reellen gemeinschaftlichen Tangeiten von K® und
K®, wihrend die anderen beiden imaginéir sind, aber als reellen
Schnittpunkt aunf X den Mittelpunkt des andern elliptischen Strahl-
systems haben. Allein es bedarf hier keines so umstiindlichen Nach-
weises mehr, weil durch Polarisation des bereits gefundenen Resultates
das andere unmittelbar zu Tage tritt; denn das Polarerzeugniss zweier
Kegelschnitte, fiir welche von dem gemeinschaftlichen Tripel allein
und X reell sind, wird aus zwei neuen Kegelschnitten bestehen, fiir
welche von dem gemeinschaftlichen Tripel allein X und # reell sind;
da jene zwel reelle und zwei imaginiire gemeinschaftliche Punkte
haben miissen, so miissen diese zwei reelle und zwei imaginiire ge-
meinschaftliche Tangenten haben; das Polar-Gebilde ist aber derselben
Gattung B), wie das polarisirte, folglich tritt in der That fiir den
Fall B) nur die einzige oben mit V. bezeichnete Moglichkeit ein, dass
die Kegelschnitte K® und K® allein zwei reelle Schnittpunkte und
zugleich zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten haben.

Wir sind durch diese Untersuchung in den Stand gesetzt, wenn-
zwel beliebige Kegelschnitte K@ und K@ gegeben sind, sowohl das
Biischel, als auch die Schaar Kegelschnitte herzustellen, welche durch
jene beiden bestimmt werden. Hierzu bedarf es nur der oben ange-
gebenen Construction eines immer reellen gemeinschaftlichen Paares von
Pol und Polare, # und X, und dann des reellen Linienpaares durch x
und des reellen Punktpaares auf X, deren ersteres ein Paar gemein-
schaftlicher Secanten der beiden Kegelschnitte und letztéres ein Paar
Schnittpunkte “gemeinschaftlicher Tangenten ist (d. h. ersteres enthiilt
zwei Punktsysteme, letzteres zwei Strahlsysteme, welche fiir beide
Kegelschnitte zugleich die zugehorigen sind), Diese beiden Punkt-
systeme und Strahlsysteme, mdgen sie nun elliptisch oder hyper-
boliseh sein, geben, wie wir in §§. 42 und 49 gesehen haben, eine
unmittelbare reelle Construction an die Hand fiir alle Kegelschnitte
einerseits des Biischels und andererseits der Schaar, welehe durch die
beiden gegebenen K® und K® bestimmt werden. Auch zur Ent-
stehung gemischter Kegelschnittschaaren (§. 53) geben K® und K®
Anlass. Schliesslich bemerken wir noch, dass durch die vorstehende
Untersuchung zu den aus den Elementen bekannten Figuren des voll-
stiindigen Vierecks und Vierseits neue hinzutreten, indem Ecken und
Seiten, Diagonalpunkte und Diagonalen dersellen paarweise imaginiir,
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d. h. durch elliptische Punkt- und Strahlsysteme vertreten werden,
und zwar giebt es drei wesentlich verschiedene Arten dieser beiden
Figuren, wie aus dem Obigen hervorgeht:

Das vollstindige Viereck hat:

L vier reelle Ecken, sechs reelle
Seiten oder drei Paar Gegenseiten,
welche sich in drei reellen Diago-
nalpunkten paarweise treffen.

II. keine reelle Ecke, zwei reelle
Seiten, d. h. ein reelles Paar Gegen-
seiten, die sich in einem reellen Dia-
gonalpunkte treffen; die beiden an-

dern Paare Gegenseiten sind ima- |

ginir, aber ihre Durchschnitts-
punkte sind reell und bilden die
beiden iibrigen reellen Diagonal-
punkte.

NI zwei reelle Ecken und zwei
imaginire Ecken, ein reelles Paar
Gegenseiten, von denen eine die
beiden reellen, die andere die beiden
imaginiéiren Hcken enthilt; einen
reellen Diagonalpunkt, den Schnitt-
punkt_jenes reellen Paares Gegen-
seiten; die beiden andern Paare
Gegenseiten sind imaginiir und auch
die beiden andern Diagonalpunkte,

“aber die Verbindungslinie der letz-
teren ist reell.

~Das vollstindige Vierseit hat:

L vier reelle Seiten, sechs reelle
Ecken oder drei Paar Gegenecken,
welche paarweise verbunden drei
reelle Diagonalen liefern.

II. keine reelle Seite, zwei reelle
Ecken, d. h. ein reelles Paar Gegen-
ecken, deren Verbindungslinie eine
reelle Diagonale ist; die heiden
andern Paare Gegenecken 'sind
imagindr, aber ihre Verbindungs-
linien sind reell und bilden die
beiden iibrigen reellen Diagonalen.

III. zwei reelle Seiten und zwei
imaginiire Seiten, ein reelles Paar
Gegenecken, von denen die eine
der Schnittpunkt der beiden reellen,
die andere der Schnittpunkt der
beiden imaginiren Seiten ist; eine
reelle Diagonale, die Verbindungs-
linie dieses reellen Paares Gegen-
ecken; die beiden andern Paare

- (Gegenecken sind imaginiir und auch

die beiden andern Diagonalen, aber
der Schnittpunkt der letzteren ist
reell.

Da das vollstiindige Viereck (links) in allen drei Fillen ein reelles

Paar Gegenseiten hat, so konnen wir diese als die Triiger zweier
Punktsysteme ansehen, deren Doppelpunkte die Ecken des vollstiindigen
Vierecks sind, und hiernach tritt der Fall 1. ein, wenn beide
Punktsysteme hyperbolisch, der Fall II., wenn beide elliptisch, und
der Fall III., wenn eines elliptisch, das andere hyperbolisch ist;
ebenso kann das vollstindige Vierseit (rechts) als gebildet von den
Doppelstrahlen zweier Strahlsysteme angesehen werden, und es treten
die drei oben angefiihrten Fille ein, je nachdem beide Strahlsysteme
hyperbolisch, beide elliptisch oder eines hyperbolisch und *das andere
elliptisch ist.
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§. 55. Harmonisch-zugeordnete Kegelschnitte.

Wenn man einen Kegelschnitt € und ein Tripel conjugirter
Punkte xyz in Bezug auf denselben hat, so miissen von den Ver-
bindungslinien (yz) = X, (2z) = Y, (zy) = Z zwei den Kegelschnitt
6® in reellen Punktpaaren treffen, wihrend die dritte ihn nicht trifft
(S. 148); mige X in @ und «, ¥ in b und § den €@ schneiden (Fig. 84),

Fig. 84.

dann weiss man, dass der Schnittpunkt (@b, ¢f) = ¢ und der Schnitt-
punkt (af, ¢b) =y beide auf der Polare Z von z = (aa, bB) liegen
miissen, und dass zc¢y ein zweites Tripel conjugirter Punkte in Bezug
auf den Kegelschnitt €® bilden, weil sie die Diagonalpunkte des dem
Kegelschnitt einbeschriebenen vollstéindigen Vierecks aabf sind; wir
erkennen ferner, dass die vier Punkte aabp vier harmonisch gelegene
Punkte auf €® sind, und dass auf den drei Geraden X YZ sowohl

aayz, als auch bBzx und endlich ¢pxy je vier harmonisth gelegene

Punkte sind. Die hierdurch hergestellte Figur bietet interessante
Eigenschaften dar.

*
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Ebenso, wie der Kegelschnitt €® durch die vier Punkte aabf
geht und in diesen za, ze, yb, yf zu Tangenten hat, lassen sich
zwei andere Kegelschnitte 9%® und B® herstellen, von denen der
erstere durch bfcy geht und in diesen Punkten die Tangenten yb, yp,
z¢, &y hat, der andere aber durch cyae geht und die Tangenten z¢, 2y,
za, xa hat. Denn der Kegelschnitt A® welcher in b und B die
Tangenten yb und yB hat und ausserdem durch ¢ geht, wodurch er
vollstiindig bestimmt ist, muss, weil er ¥ und ¥ zu Pol und Polare
hat und p der vierte harmonische Punkt zu yxc¢ ist, auch durch y
gehen; er muss ferner, weil x2bf vier harmonische Punkte sind, auch
# und X zu Pol und Polare haben, folglich auch # und Z, also zyz
zu einem Tripel conjugirter Punkte; da die Gerade Z den Kegelschnitt
A® in c¢.und p trifft, so miissen die Tangenten in diesen Punkten
durch den Pol z gehen; der Kegelschnitt A® besitzt also die be-
hauptete Eigenschaft und in gleicher Weise B®. Solche drei Kegel-
schnitie: .

A. durch die Punkte bfcy mit den Tangenten yb, 4B, z¢, 2y

BAg s ” CpPae. 4 -y ” #Cy, By, X4, X

T » » aebp , » xa, xe, yb, yp
heissen harmonisch - zugeordnete Kegelschnitte und treten mehrfach bei
geometrischen Untersuchungen auf; jeder von ihnen beriihrt die beiden
andern doppelt, und die Beriihrungspunkte sind die drei Paar Gegen-
ecken des vollstindigen Vierseits ae, bf, ¢p; das Diagonaldreieck xyz
desselben ist gemeinschaftlich fiir alle drei Kegelschnitte ein Tripel
conjugirter Punkte; die vier Punkte auf jedem der drei Kegelschnitte,
welche allemal zwei Paar Gegenecken des vollstindigen Vierseits sind,
bilden immer ein Quadrupel von vier harmonisch gelegenen Punkten
auf jedem der drei Kegelschnitte (8. 125), d. h. irgend ein Punkt des
Kegelschnitts mit diesen vier Punkten verbunden liefert allemal vier
harmonische Strahlen. Die drei Kegelschnitte A®BHEE erscheinen
mithin als drei harmonische Kegelschnitte, welche bei gehoriger Zu-
ordnung den drei Vierecken bfcy, cyaw, aebf umschrieben sind
(8. 125); aus diesem Grunde heissen sie harmonisch-zugeordnete Kegel-
schnitte. Gleichzeitig erscheinen dieselben drei Kegelschnitte A®BSE®
"aber auch als drei harmonische Kegelschnitte, welche bei gehdriger
Zuordnung den drei Vierseiten eingeschrieben sind, die in einem voll-
stiindigen Viereck liegen; bezeichnen wir niimlich die sechs Strahlen:

za e yb ypB ze zy mit
A A B B c T, so, ist

ersichtlich, dass diese sechs Strahlen ein vollstindiges Viereck bilden,
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d. h. zu je dreien sich in vier Punkten treffen, wobei 4 und A, B
und B, C und ' die drei Paare von Gegenseiten sind; denn ebenso wie

abe in einer Geraden liegen, treffen sich A BT in einem Punkt,

apys, o » » » w B0 »n o » »

wby "y » » ” oA B c e ) ”

afe gy » ” »” n - BBE ., » ”
weil

acbfey } Pole und Polaren in Bezug aunf den
AABBTIC Kegelschnitt €@,

in gleicher Weise

aabfey } Pole und i Bt st B

AABBCT Polaren
und endlich
Z;g.‘;g; } P;;fa;];d in Bezug auf B® sind.

Der Kegelschnitt A® ist also ein dem Vierseit BBCT einbe-
schriebener harmonischer Kegelschnitt, fiir welchen die Seitenpaare B
und B, C und T' als zugeordnete aufgefasst sind; ebenso ist BE) ein
dem Vierseit CT AA einbeschriebener harmonischer Kegelschnitt und
C® ein dem Vierseit AABB einbeschriebener. Xs giebt aber
(S. 124) nur einen einzigen harmonischen Kegelschnitt, welcher bei
gegebener Zuordnung einem gegebenen Vierseit einbeschrieben oder
einem Viereck umschrieben ist, und zugleich ersehen wir aus der letzten
Zusammenstellung, dass das vollstindige Viereck und das vollstindige
Vierseit Polarfiguren riicksichtlich jedes der drei Kegelschnitte A®B®E®
sind, indem nur die drei einfachen Vierecke, aus denen das vollstindige
Vierseit besteht, den drei einfachen Vierseiten, aus welchen das voll-
standige Viereck besteht, in verschiedener Weise entsprechen bei AB @
und €®; da also auch die einfachen Vierseite die Polarfiguren der
einfachen Vierecke sind, so miissen die jenen einbeschriebenen harmo- .
nischen Kegelschnitte die Polarfiguren der diesen umschriebenen Kegel-
schnitte sein; es folgt hieraus, dass die drei harmonisch - zugeordneten
Kegelschmitte ALBOCR die merkwiirdige Figenschaft besitzen, dass jeder
als seine eigene Polarfigur erscheint, wenn er in Bezug auf einen der beiden
andern polarisirt wird.

Um z B. die Polarfigur des Kegelschnitts A® in Bezug auf B
zu erhalten, miissen wir von den vier Punkten bfcy und den in ihnen
gezogenen Tangenten BBCT die Polaren und Pole riicksichtlich 8®
nehmen; erstere sind beziehlich BBCT und letztere gbcy; der Polar-

Steiner, Vorlesungen II, 2. Aufl. 25
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kegelschnitt geht also durch dieselben vier Punkte und hat dieselben
vier Tangenten in ihnen, wie der zu polarisirende; er coincidirt daher
mit ihm. Dasselbe geht hervor, wenn wir den dritten Kegelschnitt
€® als Basis nehmen. Dieser eigenthiimliche Zusammenhang der
drei Kegelschnitte AP BAE | wonach jeder sich selbst wieder erzeugt,
lidsst sich noch deutlicher iiberblicken, wenn wir von den Punkten
eines dieser Kegelschnitte die Polaren in Bezug auf einen zweiten auf-
suchen, welche selbst Tangenten des ersten sein miissen, und wenn
wir zugleich die Beriihrungspunkte der letzteren ermitteln.

Nehmen wir irgend einen Punkt a auf dem Kegelschnitt 2A® an,
so muss seine Polare in Bezug auf B® eine Tangente von A® sein;
sie moge den Beriibrungspunkt o' haben; dann wird die Polare von
a’ in Bezug auf B® ebenfalls eine Tangente von A® sein und offen-
bar den zuerst angenommenen Punkt a zum Berithrungspunkt haben;
nennen wir fiir den Augenblick t, und t, diese beiden Tangenten in
a und o' am Kegelschnitt A® und ihren Schnittpunkt 3, so sind
in Bezug auf den Kegelschnitt B®: a und t; Pol und Polare, ebenso
auch o’ und f,, folglich auch 8 und aa’; in Bezug auf den Kegelschnitt
A sind aber ebenfalls 3 und aa” Pol und Polare, weil seine Tangenten
in a und o durch 8 gehen. Der Punkt & und die Gerade aa’ sind
daher gemeinschaftlich fiir beide Kegelschnitte 2® und B® Pol und
Polare, sie miissten also dem gemeinschaftlichen Tripel angehbren;
dies ist aber zyz, also haben die Kegelschnitte A® und BP zwei
und somit unendlich-viele gemeinschaftliche Tripel, und dies ist (8. 345)
nicht anders moglich, als wenn sie eine doppelte Beriihrung haben;
sie haben nun in der That eine doppelte Beriihrung in den Punkten
¢ und p; z und Z sind Pol und Polare fiir beide Kegelschnitte
gleichzeitig und haben in Bezug auf beide dasselbe Strahl- und
Punktsystem; alle Tripel conjugirter Punkte, welche heiden Kegel-
schnitten gemeinschaftlich sind, miissen daher eine Ecke in z und
eine Seite in Z haben, und es folgt daraus, dass der Punkt 8 in Z
liegen und die Verbindungslinie aa’ durch # laufen muss. Um also
die Polare eines beliebigen Punktes a des Kegelschnitts 2® in Bezug
auf B zu erhalten, ziehen wir az, welches in ' dem A® zum andern
Male begegnet; dann ist die Tangente in o’ an 2A® die Polare von a
in Bezug auf B®; um gleicherweise die Polare von a in Bezug auf
€2 zu erhalten, ziehen wir ay, welches in a” dem 2A® zum andern
Male begegnet; die Tangente in o an A® ist dann die Polare von
a in Bezug auf G®; hieraus folgt zugleich, dass die Verbindungslinie
a’a” durch = gehen muss (5. 149). Jeder durch = gehende Strahl trifft
also den Kegelschnitt A in zwei solchen Punkten, dass die Tangenten
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derselben die Polaren in Bezug ouf B und €2 von einem und demselben
dritten Punkte des Kegelschnitts A® sind, und das Analoge gilt von y und .

Ferner lassen sich die Mittelpunkte der drei Kegelschnitte 2® B2 €@
leicht ermitteln; da @e die Bertihrungssehne und x ihr Pol fiir die
Kegelschnitte B* und €® ist, so muss, wenn wir mit p die Mitte
der Beriihrungssehne ac bezeichnen, zu durch die Mittelpunkte der
Kegelschnitte B® und €® gehen; ist p' die Mitte der Sehne b8, so
muss yu durch die Mittelpunkte der Kegelschnitte €2 und %® gehen,
folglich ist der Schnittpunkt (2zu, yu') der Mittelpunkt des Kegel-
schnitts €®); ist endlich @’ die Mitte der Sehne cy, so geht zu”
durch die Mittelpunkte der Kegelschnitte U® und B®, und daher ist:

(yu', 2u”) = M der Mittelpunkt des Kegelschnitts A®,
(ZE“”J mlu:) = Sm: ” 2 ” ” 23(2);
(wp., yu ) =M » » » » @,

Die drei Punkte pu'y” liegen als die Mitten der drei Diagonalen
eines vollstindigen Vierseits auf einer Geraden (8.276). Da wir von
den drei harmonisch - zugeordneten Kegelschnitten ein ihnen gemein-
sames Tripel zys und die Mittelpunkte MI'IM” kennen, so lisst
sich nach der auf 8. 288 gemachten Bemerkung auch die Gattung der
Kegelschnitte bestimmen. Wir sehen nimlich, dass die drei Mitten
puu w’ der Diagonalen ae, bp, ¢y des vollstindigen Vierseits noth- -
wendig ausserhalb der Seiten des Diagonaldreiecks xyz liegen miissen,
denn es sind ¥z zu ae harmonisch gelegen, und die Mitte des einen
Paares zugeordneter Punkte aa liegt offenbar ausserhalb des andern
Paares (wegen der hyperbolischen Natur des Punktsystems); wenn
aber eine Transversale die Seiten eines Dreiecks xyz so trifft, dass
die drei Schnittpunkte uw u” ausserhalb der drei Seiten yz, 2z, zy
zu liegen kommen, so wird in dem vollstindigen Vierseit, dessen drei
Paar Gegenecken zu, yu', ¢ und dessen Diagonalpunkte M IM”
sind, nothwendig einer zwischen xg, ein anderer zwischen yu’, der
dritte aber ausserhalb zy und yu' liegen. Von den 7 Riumen, in welche
die Ebene durch die Seiten des Dreiecks xyz zertheilt wird, miissen
also zwei hyperbolische Riume (%) zwei von den Mittelpunkten ent-
halten, wthrend der dritte entweder in den dritten hyperbolischen
oder den gegeniiberliegenden elliptischen Raum hineinfallen wird, also:
Von drei harmonisch-zugeordneten Kegelschnitlen miissen entweder alle drei
Hyperbeln, oder einer Ellipse und die beiden andern Hyperbeln sein.

Als besonderen Fall der letzten Art giebt es ein sehr einfaches
Beispiel von drei harmonisch-zugeordneten Kegelschnitten: Ist ndmlich
insbesondere z der Mittelpunkt des als Ellipse angenommenen Kegel-

25%
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schnitts €®, und sind die Tripelstrahlen X und Y die Axen der
Ellipse, so werden die beiden andern zugeordnet-harmonischen Kegel-
schnitte zwei Hyperbeln, deren eine die Ellipse in den Scheiteln der
grossen Axe, die andere in den Scheiteln der kleinen Axe doppelt
beriithrt, indem die beiden Hyperbeln dieselben Asymptoten haben,
also conjugirte Hyperbeln sind, und die Asymptoten dieser Hyperbeln
in die Richtungen der beiden gleichen conjugirten Durchmesser der
Ellipse fallen. Dies ist der einfachste Fall dreier harmonisch-zuge-
ordneter Kegelschnitte, welche, in Bezug auf einander polarisirt, sich
selbst wiedererzeugen. Wihlt man fiir €® einen Kreis, so bestehen
B® und A® aus gleichseitigen Hyperbeln, welche in den Endpunkten
zweier zu einander rechtwinkligen Durchmesser den Kreis beriihren
und dieselben Asymptoten haben.

In eigenthiimlicher Art tritt zu den harmonisch - zugeordneten
Kegelschnitten AV E® noch ein vierter imaginirer Kegelschnitt D@,
von dem man sagen kann, dass er dieselben Beziehungen darbietet,
wie die drei reellen (vgl. §. 57). Wir haben niimlich oben drei Zu-
ordnungen der Punkte aa, bf, cy zu den Geraden 4A, BB, CT
erkannt, wonach diese Polaren jener sind; durch jede dieser Zuord-
nungen wurde ein Kegelschnitt bestimmt, indem eigentlich mehr Be-
dingungen dadurch gesetzt waren, die sich aber nicht widersprachen;
~ jetzt komnen wir noch eine vierte Zuordnung festsetzen, nimlich:

aabf cy Pole und }
AABBTC Polaren

in Bezug auf einen unbekannten zu suchenden Kegelschnitt D@; fiir
diesen Kegelschnitt miissen sowohl zae als auch ybp und ebenso zcyp,
endlich auch zyz je ein Tripel conjugirter - Punkte sein. Auf den
drei Tripelstrahlen XY kennen wir also die drei Punktsysteme, welche
dem Kegelschnitt D® zugehoren miissen; da diese alle drei elliptisch
sind (wegen der harmonischen Eigenschaft des vollstindigen Vier-
seits), so ist es ersichtlich, dass der ganze Kegelschnitt imaginiir sein
muss; wir erkennen dies aber auch, indem wir seinen Mittelpunkt
aufsuchen; das elliptische Punktsystem, von dem yz und ae zwei
Paare conjugirter Punkte sind, hat nimlich zum Mittelpunkt denjenigen
Punkt m, in welchem yz von I getroffen wird, denn dasselbe
Punktsystem gehort auch dem Kegelschnitt A® zu, und da 2 und X
Pol und Polare sind, so muss M durch m gehen; die drei auf diese
Weise erhaltenen Linien xR, yI, 2IN” schneiden sich in einem
Punkte " (nach bekannten harmonischen Eigenschaften), dem Mittel-
punkte des Kegelschnitts ©®; durch diesen Mittelpunkt und das Tripel
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xyz ist der Kegelschnitt vollstiindig bestimmt; es zeigt sich aber,
dass er imaginiir sein muss, weil I8 in das Innere des Dreiecks
xyz hineinfillt (8. 288), denn die drei Punkte w w' u” liegen, wie wir
oben gesehen haben, in einer geraden Linie, welche die Seiten des
Dreiecks «ys in ihren Verlingerungen trifft. Da nun (Fig. 85) die
Punkte, zu, yu', zu” die drei Paar Gegenecken eines vollstindigen
Vierseits sind, dessen Diagonalen sich in IMIN'IM” schneiden, so
werden I und 2N har- -
- monisch getrennt durch zy
and zz, und da =M die
Linie y# im Punkte w ausser-
halb yz trifft, so muss 29t

dieselbe zwischen y# treffen, \“ /

/ Vi

ebenso muss yIMM die Seite

Fig. 85.

zx zwischen ihren Endpunkten ‘%”% % <
treffen und gleicherweise die - / LESL9m \
drii':'te ,.aim"; der Schnittpunliit /{g{/ \
M liegt daher nothwendig

innerhalb des Dreiecks xyz,
und der Kegelschnitt D®,
fiir welchen zyz ein Tripel
und MM der Mittelpunkt ist, wird also imaginir. Aus dem Um-
stande, dass die drei Strahlen zI, yM', 2IM” sich in einem Punkte
M schneiden oder xyz das Diagonaldreieck des vollstindigen Vier-
ecks MPM”IM™ ist, geht hervor, dass fiir den durch den Mittel-
punkt 9N und das Tripel zyz bestimmten imaginiren Kegelschnitt
D® in der That

AABBEG | Dol Pomg wuf B0
sind. Fiigen wir diesen vierten imaginiren Kegelschnitt den oben
untersuchten dreien hinzu, so haben wir fiir diese vier harmonisch-zu-
geordneten Kegelschnitte folgende Zusammengehorigkeit von Pol und
Polare:

fiir | A | P | c® | DE)
Pol ........|aabPcy |aabpPcy|aabPcy |aabfcy
Polare 4o aes AABBCT | AABBCT | AABBTC | AABBTC

Aus dieser Zusammenstellung tritt es aber klar vor Augen, dass
jeder der vier Kegelschnitte als Polarfigur in Bezug auf einen der
tibrigen selbst wieder hervorgeht, denn durch Polarisation wird aus
Pol und Polare fiir die eine Figur Polare und Pol fiir die Polarfigur;
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wenn wir daher einen der vier Kegelschnitte in Bezug auf einen an-
dern polarisiren wollen, so suchen wir von den Punkten ae.. und
den Geraden AA ..., wie sie bei dem gewihlten Kegelschnitte zu-
sammengehoren, die Polaren und Pole in Bezug auf die gew#hlte Basis
und gelangen dadurch wieder zu denselben Geraden und denselben zu-
gehorigen Punkten; der Kegelschnitt muss also seine eigene Polar-
figur sein, weil er durch diese sechs Paare von Polen und Polaren
schon mehr als bestimmt ist. Auch fiir den imaginiren Kegelschnitt
DA tritt die Eigenschaft der doppelten Beriihrung zu Tage; er hat
nimlich mit dem Kegelschnitt A® den Punkt z und die Gerade X
als Pol und Polare gemeinschaftlich, und das Punktsystem auf X,
welches von den Paaren yz und ao bestimmt wird, ist ebenfalls
beiden Kegelschnitten zugehbrig; sie haben daher eine ideelle doppelte
Berithrung (S. 344) und X zur gemeinschaftlichen Beriihrungssehne,
2z zum Durchschnittspunkt der gemeinschaftlichen Tangenten; ebenso
D® und BP: Y und y, D® und €*; Z und 2. Wir konnen hier-
nach die vier Kegelschnitte A®BREDD® auf dreierlei Art in Paare
je zweler gewissermassen zusammengehdriger Kegelschnitte theilen,
nimlich: Die Kegelschnitte B® und €® haben eine reelle doppelte
Beriihrung in den Punkten ae, sie haben also X zur gemeinschaft-
lichen Berithrungssehne und # zum Pol derselben; dagegen A® und
DD haben eine ideelle doppelte Berithrung mit derselben Beriihrungs-
sehne X und dem Pol »; dies ist die erste Art und #hnlich die
iibrigen; es gehtren also zusammen: '

B@ und €@, A und D® in Bezug auf z und X,
@(2) » 9[(2], %(2} » @(2) » ” » y » Y;
a0 . Be CEREEEm SRR L s, 2

Aus dem Obigen geht hervor, wie die vier harmonisch-zugeord-
neten Kegelschnitte bei dem vdllig reellen vollstiindigen Vierseit,
dessen drei Paar Gegenecken aw, b, ¢y und dessen Diagonalpunkte
xyz sind, zum Vorschein kommen; eine sehr einfache und natiirliche
Entstehungsweise solcher vier harmontsch-zugeordneter. Kegelschnitte
sieche § H7. Wir iitbergehen hier die Frorterung der Modificationen,
welche eintreten, wenn das vollstindige Vierseit mnicht mehr vollig
reell angenommen wird, sondern nach der ArtII. oder III. auf 3. 382
beschaffen ist.

In dem von uns angenommenen Fall tritt zu der bereits erwiihnten
Eigenschaft, dass jeder der vier harmonisch -zugeordneten Kegel-
schnitte seine eigene Polarfigur ist, noch eine allgemeinere; bezeichnen
wir niimlich das vollstindige Vierseit, dessen vier Seiten abe, afy,

™
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aby, efc sind, mit B und das vollstindige Viereck, dessen vier Ecken
ABT, ABC, ABC, ABT sind, mit V, so sind B und ¥ Polarfiguren
in Bezug auf jeden der vier harmonisch-zugeordneten Kegelschnitte,
aber jedesmal entsprechen sich Ecken und Seiten in anderer Weise,
was unmittelbar aus dem oben zusammengestellten Schema von Polen
und Polaren der vier Kegelschnitte abzulesen ist. Es zeigt sich nun
weiter, dass irgend ein dem Vierseit B einbeschrichener Kegelschwitt zu
seiner Polarfigur in Bezug auf jeden der wvier harmonisch - zugeordneten
Kegelschnitte einen und denselben dem Viereck V umschriebenen Kegelschwitt
hat. Da nimlich vier Punkte einer Geraden dasselbe Doppelverhiiltniss
haben, wie ihre vier Polaren in Bezug auf einen Kegelschnitt, so wird,
wenn irgend ein dem Vierseit B einbeschriebener Kegelschnitt die
Seite abe in p berithrt, die Polare von p in Bezug auf U® diejenige
Gerade £ sein, welche aus der Gleichheit der Doppelverhiltnisse
(abep) = (ABCE) construirbar ist; diese Gerade ist gleichzeitig die
Polare eines Punktes p" der Geraden wfic in Bezug auf B*®), wenn
(ABCR) = (afcp) ist;

(abep) = (afcp)

folgt, dass sich ae, bf, pp’ in einem Punkte schneiden miissen oder
pzp’ in einer Geraden liegen; der angenommene Kegelschnitt, welcher
dem Vierseit B einbeschrieben ist und abe in p berithrt, muss aber
(8. 123) afc in p’ berithren, und die Polare von p in Bezug auf %A®
ist identisch mit der Polare von p’ in Bezug auf B®, nimlich die.
Gerade £; folglich ist die Polarfigur des angenommenen Kegelschnitts
in Bezug auf die Basis A und in Bezug auf die Basis B derselbe
dem Viereck ¥ umschriebene Kegelschnitt; und Gleiches folgt fiir die
andern Basen.

Hieran kniipft sich umgekehrt die Aufgabe: Zu zwei in der Ebene
beliebig gegebenen Kegelschnitten einen solchen dritten zu finden, in Bezug
auf welchen der eine gegebene Kegelschnitt die Polarfigur des andern ist™).
Es liegt nach dem Obigen nahe, zu vermuthen, dass es im Allge-
meinen vier Basen geben wird, welche die gegenseitige Lage von vier
harmonisch-zugeordneten Kegelschnitten besitzen, und diese Vermuthung
bestiitigt sich leicht. Zuvorderst ist klar, dass, wenn die beiden ge-

aus der Gleichheit:

#) Diese Aufgabe hat Steiner in einer am 26. Mirz 1846 in der Berliner
Akademie der Wissenschaften gehaltenen Vorlesung behandelt, wovon nur die
Anzeige in den Monats-Berichten und in Crelle’s Journal, Bd. 82, 8. 79 sich findet.
Eine analytische Behandlung des Problems hat Herr J. Rosanes in seiner In-
augural-Dissertation: de polarium reciprocarum theoria observationes, Breslau 1865,

geliefert.
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gebenen Kegelschnitte K® und K(®, deren einer die Polarfigur des
andern sein soll, eine reelle gemeinschaftliche Tangente haben, sie
nothwendig auch einen reellen Schnittpunkt haben miissen, denn der
Pol jemer in Bezug auf die angenommene Basis muss sowohl ein
Punkt von K®, wie von K® sein; es folgt hieraus, dass von den auf
8. 370 unterschiedenen Fillen, welche allein bei ‘der gegenseitigen
Lage zweier Kegelschnitte eintreten konnen, die Fille IL und IIL
(sobald K® und K® vier reelle Schnittpunkte und keine reelle gemein-
schaftliche Tangente, oder sobald sie vier reelle gemeinschaftliche
Tangenten und keinen reellen Schnittpunkt haben) sofort auszuschliessen
sind, also nur die Fille I. und IV., wo das reelle gemeinschaftliche
Tripel nach der Art («) liegt, und andererseits der Fall V., wo es
nur theilweise reell ist, ibrig bleiben.

Die Fille I. und IV. {wo die beiden Kegelschnitte K® und K®
keinen reellen Schnittpunkt und keine reelle gemeinschaftliche Tangente,
oder vier reelle Schnittpunkte und vier reelle gemeinschaftliche Tangenten
haben) lassen sich zusammen behandeln; wir ermitteln niimlich zu-
niichst das reelle gemeinschaftliche Tripel #ys und bemerken, dass
Pol und Polare eines Kegelschnitts, in Bezug auf irgend eine Basis
polarisirt, nothwendig Polare und Pol fiir die Polarfigur werden; wenn
also z und X gleichzeitig fiir beide Kegelschnitte K® und K®, deren
einer die Polarfigur des andern sein soll, Pol und Polare sind, so
miissen in Bezug auf eine solche Basis die entsprechenden Elemente
- X’ und 2 auch fir K@ und K® gleichzeitig Polare und Pol sein;
dasselbe gilt von ¥ und ¥, 2z und Z, deren entsprechende Elemente
in Bezug auf die Basis ¥ und o', Z" und # seien; da nun zyz und XY Z
ein Tripel bilden, so bilden auch X'Y'Z und «'y'7 ein Tripel und
zwar ein solches, welches beiden Kegelschnitten K® und K{® gemein-
schaftlich sein muss; nun haben aber K® und K® nur ein gemein-
schaftliches Tripel, es coincidirt daher #'y's mit xyz, d. h. das ge-
meinschafiliche Tripel xyz der beiden Kegelschmitte K® und K® muss
zugleich ein Tripel fiir die unbekannte Basis sein.

Wir wissen ferner (8. 370), dass in den Fillen I und IV. von
dem gemeinschaftlichen Tripel zyz nothwendig ein Tripelpunkt #
innerhalb beider Kegelschnitte liegt und die durch ihn gehenden
beiden Tripelstrahlen XY die Kegelschnitte K® und K® in reellen
Punktpaaren schneiden, wihrend der dritte Tripelstrahl Z, welcher
die Punkte 2 und y enthdlt, keinen von beiden Kegelschnitten trifft.
Mige der Tripelstrahl X dem Kegelschnitte £® in p und =, dem
K® in p, und =, dagegen ¥ dem Kegelschnitte K® in » und ¢, dem
K® in 7, und g, begegnen; die Punkte » und =, p, und =, sind
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Paare conjugirter Punkte eines hyperbolischen Punktsystems, dessen
Asymptotenpunkte z und y sind, und ebenso r und g, », und g
Paare conjugirter Punkte eines zweiten Punktsystems, dessen Asym-
ptotenpunkte 2 und z sind. Die Tangenten in den Punkten pmp,m,
sind 2p, zx, xp,, xm, und in den Punkten rgr,, die Verbindungs-
linien: yr, yo, Y7{, Y@, Wenn nun der Kegelschnitt K» die
Polarfigur von K@® sein soll in Bezug auf eine noch zu suchende
Basis, so muss die Polare von p in Bezug auf diese Basis, welche
mit K® und K® das Tripel zyz gemeinsam hat, einmal durch z
gehen, weil p auf X liegt, und andererseits eine Tangente der Polar-
figur K® sein; sie muss also eine der beiden Tangenten zp, oder zm,
sein, und ebenso muss die Polare von z in Bezug auf die zu suchende
Basis eine der beiden Tangenten zm, oder xp, sein. Das Gleiche gilt
fiir den andern Strahl Y. Die Polare von r in Bezug auf die noch
unbekannte Basis muss yr, oder yg, sein und die Polare von g: yo,
oder y#;; hiernach stellen sich nur vier Miglichkeiten heraus: Fiir
die unbekannte Basis sind:

v 12;1} ::1} :1} gl} je zwei conjugirte Punkte
1 T ¥
-, } } } o} s ; :
Py Ty 04 7y
o
3) P} } } 9} i ; ]
T b | 91

Wl o) s e e

Dem entsprechend werden sich vier Basen ermitteln lassen, indem
auf den Tripelstrahlen XY die Punktsysteme bekannt sind, welche
einer jeden zugehoren miissen; auf X bilden niéimlich die vier Punkte
prp,w, zwei Punktpaare pm, p,m, eines hyperbolischen Punktsystems,
dessen Asymptotenpunkte y und #z sind; andererseits rufen dieselben
vier Punkte pzp =, paarweise als conjugirte Punkte aufgefasst noch
zwei neue Punktsysteme hervor (S. 56), von denen nothwendig eines
elliptisch, das andere hyperbolisch ist; dasjenige, bei welchem p und
Py, ® und m, conjugirte Punkte sind, sei das hyperbolische (%), und
dasjenige, bei welchem p und z,, 7= und p, conjugirte sind, sei das
elliptische Punktsystem (e, ); in gleicher Weise werden auf dem Tripel-
strahl Y durch die vier Punkte rpr,o, drei Punktsysteme hervor-
gprufen, deren erstes durch die Paare » und ¢, »; und ¢; bestimmt
wird und hyperbolisch ist mit den Asymptotenpunkten z und z, wih-
rend von den beiden iibrigen nothwendig eines, hyperbolisch (k,),
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durch die Punktpaare » und #,, ¢ und ¢,, das andere, elliptisch (e,),
durch die Punktpaare » und ¢,, ¢ und », bestimmt wird. Die ge-
suchte Basis hat daher auf den beiden Tripelstrahlen X und Y

entweder die Punktsysteme: -

1.k s () ()
oder 2o (B) (6)
- ] o5 o0 w (e)) (hy)
- h..... (@) (&)
Die beiden hyperbolischen Punktsysteme (%,) und (k) auf X
und Y haben Asymptotenpunkte, welche wir beziehungsweise mit a«
und b bezeichnen wollen; diese Asymptotenpunkte sind in bekannter
Weise zu ermitteln, da die Punktsysteme durch die bekannten Paare
conjugirter Punkte vollstiindig bestimmt sind; sie stehen auch zu den
elliptischen Punktsystemen (¢,) und (e,) in eigenthiimlicher Beziehung;
weil aw« die Asymptotenpunkte des durch die Paare conjugirter Punkte
p und p,, w und m, bestimmten Punktsystems (%) sind, so findet die
Gleichheit der Doppelverhiltnisse statt:
(pmae) = (pymae) = (z,p aa),
folglich sind @ und « ein Paar conjugirter Punkte desjenigen Punkt-
systems, welches durch die Paare p und =, # und p, bestimmt wird,
d. h. des Punktsystems (¢), weil entsprechende gleiche Strecken ae
und ea auf einander fallen (8. 49). Ferner folgt daraus, dass yz die
Asymptotenpunkte des durch p und =, p, und =z, bestimmten hyper-
bolischen Punktsystems sind,
(Pp1y2) = (wmyz) = (mmzy),
also auch yz sind ein Paar conjugirter Punkte des Punktsystems (e,);
durch die beiden Paare ¢ und «, y und # ist daher das Tunktsystem
(¢;) bestimmt, sowie das Punktsystem (%;) durch die Asymptoten-
punkte @ und e bestimmt wird; endlich bemerken wir noch, dass auch
y und z ein Paar conjugirter Punkte des Punktsystems (%,) sind,
also zu ae harmonisch liegen, was aus der Gleichheit der Doppel-
verhéltnisse:

zu zugehorigen.

(pmaa) = (pmae) = (xp aa)
folgt; denn hieraus geht hervor, dass e« ein Paar conjugirter Punkte
fiir das durch p und =, p, und =, bestimmte Punktsystem ist, dessen
Asymptotenpunkte yz sind.
In ganz gleicher Weise besitzen die Asymptotenpunkte bf auf
dem zweiten Tripelstrahl Y die Eigenschaft, harmonisch zu zz zu
liegen, und die beiden Punktpaare b und 8, # und 2 bestimmen das
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elliptische Punktsystem (e,), wiihrend b und § als Asymptotenpunkte
das hyperbolische Punktsystem (4,) bestimmen. -Endlich folgt noch,
weil ae harmonisch liegen zu zy und bf zu zz, dass die Verbindungs-
linien ab und «f sich in einem Punkte ¢ der Geraden zy und ebenso
af, eb sich in einem Punkte y der vorigen Geraden zy treffen miissen;
also die Punkte ae, b8, cy sind die sechs Ecken (drei Paar Gegen-
ecken) eines vollstindigen Vierseits &, dessen Diagonaldreieck zyz ist.

Nach diesen Erorterungen werden sich jetzt die vier Basen er-
geben, in Bezug auf welche K® und K{® Polarfiguren sein sollen.
Fassen wir zuniichst den ersten Fall der beiden hyperbolischen Punkt-
systeme (A,) und (hy) ins Auge, so muss die gesuchte Basis die
Eigenschaft besitzen, dass in Bezug auf dieselbe von p die Polare zp,,
von m die Polare zm, und auch von p, die Polare xp, von =, die
Polare zm wird; eine solche Basis muss also za und ze in den
Punkten @ und « beriihren; zweites muss sie analoger Weise yb und
yp in den Punkten b und f berithren; es giebt nun aber einen solchen
reellen Kegelschnitt €®, wie wir aus der obigen Betrachtung har- -
monisch-zugeordneter Kegelschnitte wissen, und derselbe ist durch die
geforderten Bedingungen zwar mehr als bestimmt, aber jene Be-
dingungen widersprechen sich nicht. In Bezug auf eine solche Basis
ist, wie leicht zu sehen, in der That der Kegelschnitt K® die Polar-
figur von K® und umgekehrt, denn durch die vier Punkte pzrg und
ihre Tangenten ist K® mehr als bestimmt.

Im zweiten Falle giebt es einen reellen Kegelschnitt B®, welcher
za and za in den Punkten @ und « beriihrt und gleichzeitig das
Punktsystem (e,), welches durch die Paare bf, zz bestimmt wird,
sowie das mit ithm perspectivische Strahlsystem durch y zu zugehori-
gen hat; im dritten Falle giebt es einen reellen Kegelschnitt @),
welcher yb und yf in den Punkten & und f berithrt und das ellip-
tische Punktsystem (e ), durch die Paare a«, zy bestimmt, sowie
das mit ihm perspectivische Strahlsystem durch z zu zugehdrigen
hat; endlich im vierten Falle giebt es einen imaginiiren Kegelschnitt
D@, welcher die beiden elliptischen Punktsysteme (e¢,) und (e,) und
die mit ihnen perspectivischen Strahlsysteme durch # und » zu den
zugehOrigen hat. Fiir jeden dieser vier Kegelschnitte als Basen
miissen K'® und K{® Polarfiguren sein, was in derselben Art, wie
fir den Kegelschnitt €®), nachzuweisen ist. Diese vier Basen haben
aber die Eigenschaft von vier harmonisch-zugeordneten Kegelschnitten,
welche sich auf das vollstindige Vierseit beziehen, dessen drei Paar
Gegenecken ae, b8, ¢y, und dessen Diagonaldreieck xyz ist. Nach
dem Fritheren ist daher von den vier Basen eine imaginiir, die drei
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andern sind reell und entweder alle drei Hyperbeln oder eine Ellipse
und die beiden ibrigen Hyperbeln. Die Construction dieser Kegel-
schnitte ist in der Herleitung selbst enthalten. Wir kénnen nunmehr
folgendes Resultat aussprechen:

Sind zwei beliebige Kegelschnitte K® und K® in der Ebene gegeben,
so kimnen im Allgemeinen vier andere Kegelschnitte von der Beschaffen-
heit gefunden werden, dass fiir jeden von ithnen als Basis die gegebenen
Kegelschnitte Polarfiguren von eimander sind. Diese vier Basen sind vier
harmonisch-zugeordnete Kegelschnitte. Haben K® und K entweder vier
reelle Schwittpunkte und keine reelle gemeinschaftliche Tangente, oder vier
reelle gemeinschaftliche Tangenten und Feinen reellen Schnittpunkt, so ist
keine der Basen recll; haben dagegen K@ wund K{® entweder vier reelle
Schwittpunkte wnd wvier reelle gemeinschaftliche Tangenten, oder Teinen
reellen Schnittpunkt und Feine reelle gemeinschaftliche Tangente, so sind
von den vier Basen drei reell und eine imagindr; die drei reellen Basen
sind entweder alle drei Hyperbeln, oder eine Ellipse und die beiden andern
Hyperbeln. Haben K® und K® endlich zwei reclle Schnittpunkte und
zwes reelle gemeinschaftliche Tangenten, so sind von den vier Basen nur
awet reell, und eine ist Ellipse, die andere Hyperbel.

Die letzte Behauptung, welche wir anticipirt haben, ist noch
nachzuweisen; in dem Falle B) (8. 370), wenn die beiden Kegelschnitte
K® und K® nur zwei reelle Schnittpunkte und zwei reelle gemein-
schaftliche Tangénten haben, giebt es von dem gemeinschaftlichen
Tripel nur einen Punkt z und dessen Polare X, die beiden Kegel-
schnitten gemeinschaftlich ist und den einen in p und =, den andern in
p, und =, trifft; diese Punktpaare miissen reell sein und einander
trennen, so dass p, zwischen p und =, m, ausserhalb pm liegt, wie
auf 8. 368 gezeigt ist; die Kegelschnitte haben ferner eine reelle gemein-
schaftliche Secante, welche durch ihre beiden reellen Schnittpunkte
P und durch z geht, und eine ideelle gemeinschaftliche Secante
ebenfalls durch x; die erstere treffe X in o, die letztere in &; endlich
haben K® und K® zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten  und
L), welche sich in einem Punkte s der Geraden X treffen, wihrend
die beiden andern imaginiren gemeinschaftlichen Tangenten nur ihren
reellen Schnittpunkt ¢ auf X haben (d. h. dem Punkte ¢ gehort in
Bezug auf beide Kegelschnitte K® und K{® dasselbe elliptische, dem
Punkt s dasselbe hyperbolische Strahlsystem zu). Die Punkte pmp =,
stehen nun zu den vier Punkten o0ds¢ in einer eigenthiimlichen Be-
ziehung, auf welche wir vorher nicht aufmerksam zu machen Ver-
anlassung hatten, deren wir aber hier bediirfen. Es sind niimlich zu-
nichst 0 und @& ein Paar conjugirter Punkte des durch die beiden
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Paare pm und p,w, bestimmten elliptischen Punktsystems, weil zo
und z6 das einzig reelle Linienpaar des durch K® und K® bestimm-
ten Biischels ist, und andérerseits sind auch s und ¢ ein Paar con-
jugirter Punkte desselben Punktsystems, weil sie das einzig reelle
Punktpaar der durch K® und K® bestinimten Schaar bilden; X
schneidet aber das Biischel in einem Punktsystem, und die von z an
die Kegelschnitte der Schaar gelegten Tangentenpaare bilden ein
Strahlsystem.

Hierzu kommt noch ein weiterer Zusammenhang: Die vier Punkte
pm, p;m; bestimmen nimlich ausser dem erwiihnten elliptischen
Punktsysteme, in anderer Weise zu Paaren geordnet, zwei hyper-
bolische Punktsysteme (8. 56), wenn wir einmal p und p,, # und x,,
das andere Mal p und =, = und p, als je zwei Paare conjugirter
Punkte zur Bestimmung eines Punktsystems auffassen, und es zeigt
sich, dass

1) fiir das elliptische Punktsystem (¢) conjugirte Punkte sind:

A B 6 o

2) fiir das eine hyperbolische Punktsystem (%) conjugirte Punkte

sind :
P 7 o} c5}
Dy } my } 8 6’

3) fir das andere hyperbolische Punktsystem (%) conjugirte

Punkte sind:
» 1 o} s]
7'71} 191} 9 @)’

Um dies nachzuweisen, wollen wir umgekehrt den Punkt s fiir
den Fall 2) als conjugirten Punkt von o im Punktsysteme (%) con-
struiren und zeigen, dass fiir den so construirten Punkt s das ihm
zugehorige Strahlsystem riicksichtlich beider Kegelschnitte KK ®
dasselbe wird, woraus folgt, dass er der Schnittpunkt zweier gemein-
schaftlicher Tangenten sein muss. Die auf S. 66 angegebene Con-
struction des sechsten Involutionspunktes, sobald fiinf gegeben sind,
lisst sich hier folgendermassen benutzen: Wir bestimmen die Schnitt-
punkte:

(Pm, @) —§, (Pp, Qm)—%,  (Fig. 86)
dann trifft £E den Triiger X in demjenigen Punkte s, welcher dem
o conjugirt ist fiir das Punktsystem (4); wir erhalten denselben Punkt
s auch in anderer Weise, indem wir die Schnittpunkte:
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(Pp, Qn) =n und (Pm, @p)=m,
aufsuchen und %%, ziehen, welche Linie auch durch s gehen muss.

____

Gleichzeitig erhalten wir den Punkt ¢, indem wir &7, ziehen,
welche Verbindungslinie die Gerade X in ¢ trifft, oder aunch indem
wir die Gerade £ n ziehen, die ebenfalls durch ¢ geht; wir haben also: -

(E&, nmy) = (Eny, Eim)=0. k.

Dass En und & #, durch z gehen, ist selbstverstindlich, weil PQox
.vier harmonische Punkte sein miissen. Wir bezeichnen noch die
Schnittpunkte: '

(&, X) = (i, X) =6,

Nun hat das dem Kegelschnitt K® einbeschriebene Viereck PQpm
zum Diagonaldreieck o7; dies ist also ein Tripel conjugirter Punkte
in Bezug auf K@) ferner ist ox§ ebenfalls ein Tripel; es sind daher
zp, xnx, PE, Qf die vier Tangenten von K® in den Punkten pzPQ;
da s auf der Beriihrungssehne des aus z an K@ gelegten Tangenten-
paares liegt, so lidsst sich leicht Seite 136 das dem Punkte s in Be-
zug auf K@ zugehorige Strahlsystem ermitteln, indem wir zp und
am als Triiger der den Kegelschnitt K@ erzeugenden Punktreihen von
den andern Tangenten (in P und @) treffen lassen; die Schnitt-
punkte:

(ep, PY) uwnd (am, PY)
geben mit s verbunden ein Paar conjugirter Strahlen des dem Punkt
s in Bezug auf K® zugehdrigen Strahlsystems, und die Punkte:

(zp, QF) und (wm, QF)
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mit s verbunden geben ein zweites Strahlenpaar dieses Strahl-
systems. *

Ein ganz analoges Verhiltniss findet beim Kegelschnitt K statt:
xp,, xm,, P, Qf sind vier Tangenten desselben und die Schnitt-
punkte:

(zpy, P§) uwnd (zm, PE)
geben mit s verbunden ein Paar conjugirter Strahlen des dem Punkt
s in Bezug auf K(® zugehorigen Strahlsystems, die Punkte:

(ep, Q&) wnd (zm, QF)

mit s verbunden ein zweites Strahlenpaar dieses Strahlsystems.

Es zeigh sich aber, dass diese beiden Strahlenpaare in dem einen
Strahlsystem riicksichtlich des Kegelschnitts K® und in dem andern
riicksichtlich des Kegelschnitts K identisch zusammenfallen; denn
da EE s in gerader Linie liegen, so liegen die beiden Strahlbiischel:

® P(mpos) und z(&Eo0s)
perspectivisch, folglich sind. die Punktreihen projectivisch:
(wp0s) wd (£60s),
mithin auch die Strahlbiischel:

z (mp,0s) und P (EEo0s), ;
und da Pox in einer Geraden liegen, so liegen diese beiden Strahl-
biischel perspectivisch d. h. die Punkte:

(zx, PE) (xp, P§) und s
liegen in einer Geraden und in gleicher Weise

(zp, PE) (wm, P§) uwnd s
in einer zweiten Geraden; diese beiden Strahlen sind aber nach dem Vorigen
einerseits conjugirte Strahlen in Bezug auf den Kegelschnitt K® und
andererseits in Bezug auf K%, folglich fiir beide Kegelschnitte gleich-
zeitig conjugirt. In ganz derselben Weise zeigen wir, dass die Punkte:

(zm, QF) (zp, @¢) und s

in einer Geraden liegen und andererseits

(zp, QF) (2m, QF) und s

in einer zweiten Geraden liegen, und dass diese beiden Geraden ebenfalls
ein Paar conjugirter Strahlen in Bezug auf beide Kegelschnitte gleich-
zeitig sind. Wir haben also durch s zwei Paare conjugirter Geraden
in Bezug auf beide Kegelschnitte (auch ist X und x5 ein drittes Paar),
mithin hat der Punkt s fiir beide Kegelschnitte dasselbe zugehérige
Strahlsystem d. h. ist der Schnittpunkt zweier gemeinschaftlicher
Tangenten von K® und K@,
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In analoger Weise zeigt sich fiir den Punkt o = (&n,, & 7), dass
sowohl d :
(zw, P) und (xm, P§) mit o
als auch - (zp, P¢) und (ap,, Pf) mite
in je einer Geraden liegen, sowie auch

(zm, Q&) und (zm, Qf) mit ¢
und  (zp, Q€) und (zp;, QF) mit ¢

in je einer Geraden liegen; also ist auch der Punkt ¢ ein solcher,
dass ihm riicksichtlich beider Kegelschnitte K® und K{® dasselbe
Strahlsystem zugehort.

Endlich ist leicht zu erkennen, dass von den beiden Strahl-
systemen (s) und (¢) das erstere hyperbolisch, das letztere elliptisch
ist; denn die aus den vier Punkten pmp m, abgeleiteten drei Punkt-
systeme:

-

das elliptische (e), bestimmt durch die Paare pz p 7,
das hyperbolische (4), - - - - pp, T,
das hyperbolische (%), - - - - pm mp,

stehen in der eigenthiimlichen Verbindung mit einander, wie sie auf
Seite H7 beschrieben ist: wenn zu dem Punkte o

im Strahlsystem (e) der conjugirte @ ist
iy e TR SR

0 T (¥) = 5 L
so sind auch s und 6 conjugirte in (¢) ,
IR A R R )
e e Sl D

und das neue Quadrupel o@s¢ hingt von dem alten pmp, m, ebenso
ab, wie umgekehrt letzteres vom ersteren. Da aber s und ¢ conjugirte
Punkte im Strahlsystem (¢) sind, so werden s und ¢ durch p und =
von einander getrennt; also da zp und 2z Tangenten des Kegel-
schnitts K® sind, dessen Beriihrungssehne pz ist, so sind die beiden
Strahlsysteme, welche den Punkten s und ¢ in Bezug auf K® zuge-
horen, verschiedener Natur, das eine hyperbolisch, das andere ellip-
tisch. Die Asymptoten des hyperbolischen Strahlsystems sind die
beiden reellen gemeinschaftlichen Tangenten P und X der Kegel-
schnitte K@ und K®.

Sind die beiden Kegelschnitte K® und K Kreise, so sind s und
6 ihre Aehnlichkeitspunkte, X die Centrale, o der Schnittpunkt der
Jetzteren mit der Potenzlinie und & unendlich-entfernt; die hier all-
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gemein ausgesprochene Eigenschaft fithrt in diesem Fall auf die bekannte
Eigenschaft der sogedannten ,gemeinschaftlichen Potenz* zweier Kreise*).

* Nach dieser vorausgeschickten Auseinandersetzung bemerken wir,
dass, wenn es eine Basis geben soll, fiir welche der Kegelschnitt K{*)
die Polarfigur von K® ist und also auch umgekehrt, fiir eine solche
Basis die Polare des Punktes p nothwendig durch x gehen und zu-
gleich eine Tangente von K sein muss, also entweder zp, oder zm,,
und die Polare von #= alsdann die Gerade zm, oder zp, ist; da nun
# und X gleichzeitig Pol und Polare fiir die gesuchte Basis sein
miissen, wie wir frither erkannt haben, so stellen sich fiir dieselbe
folgende Bedingungen heraus: 1) entweder der Basis gehort das
Punktsystem (%) zu, d. h."p und p;, = und =, sind conjugirte Punkte,
und da dieses Punktsystem ein hyperbolisches ist, dessen Asymptoten-°
punkte @ und « heissen migen, so geht die gesuchte Basis durch «
und « und hat #e¢ und ze zu ihren Tangenten in diesen Punkten;
oder 2) der Basis gehirt das Punktsystem (%) zu, d. h. p und =, =
und p, sind conjugirte Punkte in Bezug auf die gesuchte Basis, und
da dieses Punktsystem ebenfalls hyperbolisch ist (seine Asymptoten-
punkte mbgen a'«’ heissen), so muss die Basis durch «¢'«’ gehen
und za', ¢’ zu Tangenten an diesen Punkten haben. Durch diese
Bedingungen ist die Basis noch nicht vollkommen bestimmt. Fiigen
wir aber hinzu, dass fiif eine reelle Basis die Polare eines Schnitt-
punktes der Kegelschnitte K® und K® nothwendig eine gemein-
schaftliche Tangente derselben sein muss, so ist entweder 5 die Polare
von P und £ von @, oder O die Polare von P und P von @; in
jedem der beiden Fille ist also nothwendig s der Pol von PQ, d. h.
s und o sind conjugirte Punkte und ebenso ¢ und @&; hieraus erkennen
wir, dass der zweite Fall des Punktsystems (%') keine reelle Basis
liefern kann, denn fiir ihn wiren s und &, ¢ und o je zwei conjugirte
Punkte, was nicht moglich ist. Es bleibt hiernach nur der Fall 1)
tibrig: das Punktsystem (%) hat o und s, & und ¢ zu conjugirten, a
und & zu Asymptotenpunkten; die Punkte o und s liegen also harmo-
nisch zu ae und werden durch diese getrennt. Um nun eine Basis
zu erhalten, fiir welche K® und K{® Polarfiguren von einander sind,
miissen entweder P und ‘P und gleichzeitig @ und L oder anderer-
seits P und £ und gleichzeitig ¢ und P Pol und Polare in Bezug
auf die Basis sein; die reelle gemeinschaftliche Secante zo, welche
durch P-und @ geht, treffe ' und L in den Punkten p und q; dann
miissen sowohl P und @ zugeordnet-harmonische Punkte zu z und o
Wﬁwr: Einige geometrische Betrachtungén-, Crelle's Journal f. Math.

Bd. I. 8. 175.
Steiner, Vorlesungen II. 2. Aufl, 26
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sein, als auch p und q, wie ersichtlich ist; es sind daher z und o die
Asymptotenpunkte eines hyperbolischen Punktsystems, von dem zwei
Paare conjugirter Punkte P und @, p und q sind; diese vier Punkte
bestimmen noch zwei andere Punktsysteme, von denen eines noth-
wendig elliptisch, das andere hyperbolisch ist; wenn niimlich P
und p, ¢ und q als conjugirte Punkte aufgefasst werden, so sei
dies das hyperbolische Punktsystem und habe die Asymptotenpunkte
b und fB; werden dagegen P und q, @ und p als conjugirte Punkte
aufgefasst, so sei dies das elliptische Punktsystem; fiir beide sind =«
und o ein Paar conjugirter Punkte, denn da:
(PQzo)= —1 und (pazo)= — 1 ist,

_so folgt:

(PQxo) = (pqoz) und auch

(PQwo) = (qpoz);
es liegen daher x und o harmonisch zu b und 8, und andererseits
sind Pq, @p, zo drei Paare conjugirter Punkte des elliptischen Punkt-
systems. Hieraus geht hervor, dass der Kegelschnitt, welcher durch
aa, bp geht und za, 2« zu Tangenten hat, nothwendig die eine Basis,
derjenige Kegelschnitt aber, welcher durch ae geht, in diesen Punkten
von za und za berithrt wird und das elliptische Punktsystem, dessen
zwel Paare conjugirter Punkte b und 8, # ynd o sind, zu dem ihm
zugehirigen hat, die zweite Basis ist, filr welche K® und K® Polar-
figuren sind. Durch diese sich nicht widersprechenden Bedingungen
sind die beiden reellen Basen vollstindig bestimmt, und es bleibt nur
nachzuweisen, dass nothwendig die eine von ihnen Ellipse, die andere
Hyperbel ist; dies erhellt aus folgender Bemerkung: Ziehen wir
(ab, ef) = ¢ und (af, ab) =y, so liegen ¢ und y auf zs und werden
durch diese Punkte harmonisch getrennt; wihrend die erste Basis durch
b und f geht, muss die zweite durch ¢ und ¢ gehen, und die beiden
reellen Basen sind daher harmonisch-zugeordnete Kegelschnitte. Da
nun auch @ und « zu o und s harmonisch liegen, so wird entweder o
zwischen und s ausserhalb aa liegen oder umgekehrt; im ersten Falle
wird diejenige Basis, welche durch b und 8 geht, Ellipse, die andere
Hyperbel werden, im zweiten Falle umgekehrt; denn wir wissen, dass
in dem 8. 372 untersuchten Falle B) fiir die Lage der beiden Kegel-
schnitte K® und K® nothwendig x ausserhalb beider liegen und X
beide in reellen Punktpaaren schneiden muss; es werden daher P
und ¢ zwischen sich o und ausserhalb x haben und in gleicher Weise
auch p und q, folglich kbnnen die vier Punkte P@pq nur auf eine
der beiden Arten gelegen sein:
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und hieraus folgt, dass die beiden Asymptotenpunkte b und f des
durch die Punktpaare P und p, @ und q bestimmten hyperbolischen
Punktsystems nothwendig ebenfalls den Punkt o zwischen sich und z
ausserhalb haben miissen; der durch z gehende Strahl zo hat also
beide Punkte & und B auf derselben Seite von 2. Wenn nun o
zwischen ¢ und & hindurchgeht, so ist der durch bf gelegte Kegel-
schnitt, welcher ¢ und ze in @ und « beriihrt, nothwendig Ellipse
und der andere Kegelschnitt, welcher durch ¢ und y geht und za
und ze¢ in @ und « berithrt, Hyperbel; wenn dagegen xo ausserhalb
ac diese Gerade X trifft, so geht zs zwischen ae hindurch, und der
durch aacy gelegte Kegelschnitt wird Ellipse, der durch aabp ge-
legte Hyperbel; einer von beiden Fiillen kann aber nur eintreten;
von den beiden reellen Basen ist daher immer eine Ellipse, die andere
Hyperbel; der oben ausgesprochene Satz ist dadurch vollstindig er-
wiesen.

Aufgaben und Séitze.

1 Smd in der Ebene eine Punktreihe 2 (abc...yx..) und ein mit
derselben projectivisches Strahlbiischel B (abc...z..) in fester
Lage gegeben, und dreht sich um einen festen Punkt P eine ver-
inderliche Gerade %, welche von dem Strahlbiischel in der Punkt-
reihe a,b,¢, ... 1, .. geschnitten wird, so erzeugen die beiden pro-
jectivischen Punktreihen (abc...y..) und (a,bc,...% ..) einen
Kegelschnitt 8, Die siimmtlichen Kegelschnitte ® bilden eine
Schaar, deren Eigenschaften untersucht werden sollen.

2. Es sollen folgende drei Gruppen von Kegelschnitten:

a) alle Kegelschnitte, welche gleichzeitig durch einen gegebenen
Punkt P gehen, eine gegebene Gierade £ heriihren und dcnen
ein gegebenes Strahlsystem B (I, 1) zugehort;

B) alle Kegelschnitte, welche gleichzeitig eine gegebene Gerade

~ & beriihren, durch einen gegebenen Punkt P gehen und denen
ein gegebenes Punktsystem U (p, 7) zugehdrt;

y) alle Kegelschnitte, denen gleichzeitig ein gegebenes Strahl-
system B (I, ) und ein cregehenes Punktsystem ¥ (p, z) zu-

gehort,
26%
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einer Untersuchung unterzogen werden hinsichtlich der verschie-
denen Gattungen der Kegelschnitte, welche bei ihnen auftreten,
hinsichtlich des Ortes ihrer Mittelpunkte, Brennpunkte, Axen,
Asymptoten und hinsichtlich der Polaritiits-Beziehungen, welche
sie darbieten. Die Punkt- und Strahl-Systeme U (p, =) und
B (1, ) kinnen hyperbolisch oder elliptisch angenommen werden.
Sind zwei Punkte P° If° und ein Dreieck ABC gegeben, so

 kann man 4 B C als die Mittelpunkte dreier Strahlsysteme an-

nehmen, welche so hergestellt werden:
Wir bezeichnen in doppeltem Sinne:

die Seite AB durch a und 8,

- B b ;

- SRR o SRR
ferner die Strahlen P°A = ', II’A =§&°,
P'B=y, HOB="?0:
PO 10—,

alsdann bestimmen die Strahlenpaare @« und 2° £° das Strahlsystem in (4),
ebenso - - - b - yP'n° - - - (B),
endlich - - ¢ ey =t g - 5 - (0),

und diese drei Strahlsysteme sind in der Weise von einander
abhiingig, dass, wenn irgend ein Punkt P der Ebene mit ABC
verbunden die drei Strahlen PA =z, PB =1y, PC =z liefert,
die drei conjugirten Strahlen £7%§ in jenen drei Strahlsystemen
sich allemal in einem correspondirenden Punkte IT treffen. Hier-
durch wird eine Verwandtschaft der beiden mit den Punkten P
und IT erfiillten Ebenen hergestellt, deren Natur und Eigen-
schaften untersucht werde. Auch sind irgend drei Strahlenpaare
jener drei Strahlsysteme allemal sechs Tangenten eines Kegel-
schnitts. Wie hiingen- alle solche Kegelschnitte in der Ebene

. mit einander zusammen?

Die drei Strahlsysteme lassen sich zu je zweien auf drei
Arten zusammenfassen; alle Kegelschnitte, welche zwei gegebene
Strahlsysteme zu den ihnen zugehirigen haben, bilden eine
Kegelschnittschaar, und die drei dadurch erhaltenen Schaaren
heissen conjugirte Kegelschnittschaaren; ihr Zusammenhang und
ihre Eigenschaften sollen aufgesucht werden (vgl. §. 51).

. Wenn zwei gegebene projectivische Strahlbiischel (B) und (B))

in ihrer Beziehung unverindert bleiben und das eine (B) auch
seine Lage unverfindert beibehiilt, withrend das andere (B,) sich
continuirlich um den festgehaltenen Mittelpunkt dreht, so ver-
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dndert sich der von (B) und (B,) erzeugte Kegelschnitt K und
beschreibt eine Kegelschnittgruppe (§. 25). Die Bedingungen,
denen die Kegelschnitte dieser Gruppe unterworfen sind, und
die Eigenschaften derselben sollen aufgesucht werden.

. Auf zwei gegebenen Trigern U und A, werden durch ein beliebi-

ges Strahlbiischel (B) mit dem Mittelpunkte B zwei perspecti-
visch liegende, also projectivische Punktreihen ausgeschnitten. TIst
eine solche projectivische Beziehung durch den Punkt B her-
gestellt und werden die beiden Punktreihen auf ihren festgehal-
tenen Triigern A und 2, um zwei der Grosse und Richtung nach
gegebene Strecken (Schiebstrecken) verschoben, so erzeugen sie
nach der Verschiebung im Allgemeinen einen Kegelschnitt. Hs
wird gefragt:
1) Wo muss der Punkt B liegen, damit nach der gegebenen
Verschiebung der entstehende Kegelschnitt ein Kreis wird?
2) Welches ist der Ort des Punktes B, damit nach der gegebenen
Verschiebung der entstehende Kegelschnitt eine gleichseitige
Hyperbel wird?

. Welches ist der Ort siimmtlicher Asymptoten der Kegelschnitte

einer Schaar von vier (reellen oder imaginiiren) gemeinschaft-
lichen Tangenten?

. Unter den einem gegebenen Vierseit einbeschriebenen Kegel-

schnitten (Kegelschnittschaar) haben je drei gleichen Inhalt d. h.
gleiches Axenproduct; es giebt unter denselben zwei, eine Ellipse
und eine Hyperbel, welchen ein Maximum des Axenproductes
zukommt. Wie sind die Mittelpunkte dieser beiden Kegelschnitte

zu finden?

. Unter den ejnem gegebenen Viereck umschriebenen Kegelschnitten

(Kegelschnittbiischel) haben im Allgemeinen je sechs gleichen In-
halt d. h. gleiches Axenproduct. Es giebt unter denselben drei
solche, deren Axenproducte relative Maxima oder Minima sind,
und zwar sind dieselben je nach der Beschaffenheit des gegebenen
Vierecks entweder alle drei Hyperbeln, deren Axenproducte
Maxima sind, oder eine Ellipse, deren Inhalt ein Minimum, und
zwei Hyperbeln, deren Axenproducte Maxima sind. Die Mittel-
punkte dieser drei ausgezeichneten Kegelschnitte zu finden.

. Die Axen aller einem gegebenen Dreieck einbeschriebenen Para-

beln umbhiillen eine specielle Curve dritter Klasse und vierten
Grades, welche die unendlich-entfernte Gerade &, zur ideellen
Doppeltangente und drei Riickkehrpunkte hat; niimlich die Curve
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ist eine bestimmte dreibogige oder dreispitzige Hypocycloide;
ihre drei Riickkehrtangenten treffen sich im Mittelpunkt des dem
Dreieck umschriebenen Kreises unter gleichen Winkeln (= 120°)
und sind gleich lang und zwar dem dreifachen Radius des Kreises

. gleich; die drei Riickkehrpunkte liegen daher auf einem mit dem

10.

115

13.

14.

letztern concentrischen Kreise; derselbe ist die Basis der Hypo-
cycloide, und der sie erzeugende rollende Kreis ist dem erst-
genannten Kreise gleich.

Wie miissen zwei Kegelschnitte zu einander gelegen sein, damit
jedem derselben solche Dreiecke umschrieben werden konnen,
welche zugleich dem andern einbeschrieben sind?

Einen Kegelschnitt zu finden, welcher zwei gegebene Kegelschnitte
doppelt beriihrt und ausserdem entweder a) eine gegebene Gerade
berithrt oder b) durch einen gegebenen Punkt geht.

. Einen Kegelschnitt zu finden, welcher einen gegebenen Kegel-

schnitt doppelt berithrt und ausserdem entweder a) drei gegebene
Gerade beriihrt, oder b) zwei gegebene Gerade beriihrt und durch
einen gegebenen Punkt geht, oder c) eine gegebene Gerade be-
rithrt und durch zwei gegehene Punkte geht, oder d) durch drei
gegebene Punkte geht.

Kine Gerade, welche in zwei gegebenen festen Kreisen solche

Sehnen ausschneidet, deren Verhiltniss irgend einen gegebenen
constanten Werth % hat, umbhiillt einen bestimmten Kegelschnitt;
lisst man den Werth % nach einander alle Grossen durchlaufen,
so erhilt man eine Kegelschnittschaar von vier (reellen oder ima-
gindiren) gemeinschaftlichen Tangenten, und zwar gehdren die
gegebenen Kreise selbst zu dieser Schaar, indem sie den Werthen
k= 0 und & = oo entsprechen; dem Werthe & = 1 entspricht die,
einzige Parabel der Schaar.

Wenn man in einen beliebigen Peripheriepunkt P eines Kegel-
schnitts den Mittelpunkt eines Strahlsystems hineinverlegt, so
durchbohren die Strahlenpaare desselben den Kegelschnitt in
Punktpaaren, deren Sehnen durch einen festen Punkt O (Sehnen-
pol) laufen (8. 152). Nimmt man insbesondere fiir das Strahl-
system ein circulares (d. h. die Schenkel aller rechten Winkel
mit dem gemeinsamen Scheitel P), so gehprt zu dem Punkte P
ein bestimmter Punkt 0. Welches ist der Ort von O, wihrend
P die ganze Peripherie des Kegelschnitts durchliuft? Der Punkt
O liegt offenbar auf der Normale des Punktes P fiir den gegebe-
nen Kegelschnitt. Giebt es solche besondere Punkte P, fiir
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welche O der Kriimmungsmittelpunkt wird, und wie findet man
diese? 3
Fiir siimmtliche Parabeln, welche ein gegebenes Dreieck zu einem
Tripel conjugirter Punkte haben, gehen die Leitlinien durch den
Mittelpunkt des umschriebenen Kreises; der Ort der Bremnpunkte
ist derjenige Kreis, welcher durch die Mitten der Seiten und die
Fusspunkte der Hohen des gegebenen Dreiecks geht. (Feuerbach'-
scher Kreis.)
Wie viel Kegelschnitte einer Schaar (und eines Biischels) haben
eine gegebene Gerade zur Normale, und wie findet man sie?
Sind zwei projectivische Punktreihen 2 (abc.. ¢ ..) und %, (a,0,¢,..3,..)
gegeben, und bewegen sich zwei veriinderliche Punkte z und x,
so, dass sie auf zwei andern geraden Triigern £ und &, zwei
projectivische Punktreihen beschreiben, dann erzeugen die beiden
Strahlbiischel:

Zfabe .. Lp o) Tundtswy (0D e
allemal einen Kegelschnitt K®, welcher sich veriindert mit der
Veriinderung der Mittelpunkte zz, der erzeugenden Strahlbiischel
Welchen Bedingungen ist die dadurch erhaltene Gruppe von
Kegelschnitten unterworfen, und welcher Art sind die in ihr ent-
haltenen Kegelschnitte? Wie vereinfacht sich die Kegelschnitt-
gruppe, wenn die von x und 2, beschriebenen Punktreihen per-
spectivisch liegen? :
Wenn man ein Kegelschnittbiischel hat und verlegt in einen der
vier Grundpunkte desselben den Mittelpunkt eines beliebigen
Strahlsystems, so bestimmt dieses fiir jeden Kegelschnitt des
Biischels einen gewissen Punkt O (Sehnenpol), durch welchen
die simmtlichen Durchbohrungssehnen fiir jedes Strahlenpaar des
Strahlsystems gehen. Welches ist der Ort des Punktes O fiir
alle Kegelschnitte des Biischels?
Legt man durch den Mittelpunkt eines beliebigen Strahlsystems
(#, §) zwei Kegelschnitte K® und K®, so durchbohrt jedes
Strahlenpaar z£ den ersten Kegelschnitt in einem Punktpaar,
dessen Sehne durch einen festen Punkt P Liuft und ein Strahl-
biischel (P) beschreibt; in gleicher Weise erhiilt man fiir den
zweiten Kegelschnitt ein Strahlbiischel (P,). Die beiden Strahl-
biischel (P) und (P,) sind projectivisch und erzeugen einen neuen
Kegelschnitt 8@, welcher durch die drei iibrigen gemeinschaft-
lichen Punkte der Kegelschnitte K® und K», aber nicht durch
den Mittelpunkt des Strahlsystems hindurchgeht. Bezeichnet man
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die Schnittpunkte irgend eines Strahlenpaares des gegebenen
Strahlsystems mit dem Kegelschnitte K® durch «f und mit dem
Kegelschnitte K® durch «,8,, so lanfen «f durch P und a3,
durch P,; die vier Schnittpunkte lassen sich aber noch durth
zwei andere Linienpaare verbinden: we,, 8f,, «ff,, «,f. Welchen
Ort umhiillen diese Geraden bei der Verinderung des Strahlen-
paares in dem gegebenen Strahlsystem ?

Hs sind fiinf Gerade als Triiger von fiinf bestimmten Punkt-
systemen gegeben; es soll ein Kegelschnitt gefunden werden,
welcher jede Gerade in einem Paare conjugirter Punkte des auf
ihr gegebenen Punktsystems trifft.

Es giebt vier Kegelschnitte, welche einem gegebenen Dreieck
umschrieben sind und zugleich zwei gegebene Gerade LL, be-
rithren. Die sechs iibrigen Schnittpunkte dieser vier Kegelschnitte
liegen paarweise auf drei Geraden, welche durch den Schnittpunkt

(£2,) hindurchgehen.

Es giebt unendlich-viele Kegelschnitte, welche einem gegebenen
Dreieck umschrieben sind und eine gegebene Gerade £ beriihren.
Wenn man vier Kegelschnitte dieser Gruppe festhilt und einen
fiinften veriindert, so bestimmen die ersteren vier Durchschnitts-
punkte auf dem letzteren, deren Doppelverhiiltniss von constantem
Werthe ist, niimlich gleich dem der vier Beriihrungspunkte der
vier festen Kegelschnitte mit der Geraden 2.

Sind 8® und 8® zwei Kegelschnitte, welche einem Dreieck 4 BC
umschrieben sind und eine Gerade. & berithren, und ist K® der-
jenige Kegelschnitt, welcher durch ABC und die beiden Beriih-
rungspunkte gelegt werden kann, so werden die Tangenten von
K@ in den Punkten ABC die Gerade ¥ in denjenigen drei
Punkten treffen, in welchen dieselbe von den tibrigen drei gemein-
schaftlichen Tangenten der Kegelschnitte 8@ und §&® getroffen
wird. :

Die beiden Kegelschnitte, welche vier Gerade beriihren und durch
einen gegebenen Punkt P gehen, sind, wenn sie reell sind, beide
Ellipsen oder beide Hyperbeln, sobald der Punkt P ausserhalb -
derjenigen Parabel liegt, welche die vier gegebenen Geraden be-
rithrt; dagegen ist einer der Kegelschnitte Ellipse und der andere
Hyperbel, sobald der Punkt P innerhalb jener Parabel liegt.

. Sind in der Ebene eines Dreiecks ABC zwei beliebige ferade

L8, gegeben, so bestimmen auf jeder Dreiecksseite die beiden
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Ecken und die beiden Schnittpunkte mit £ und £, als zwei Paare
conjugirter Punkte aufgefasst, ein gewisses Punktsystem. Diese

- drei Punktsysteme aunf den Dreiecksseiten sind entweder 1) alle

26.

27.

28.

29.

drei hyperbolisch, oder 2) es ist eines hyperbolisch und die beiden
andern sind elliptisch. Wie lisst sich aus der Lage der gege-
benen Stiicke der Figur das Eintreten des einen oder des andern
Falles entscheiden? Im ersten Falle liegen die sechs Asymptoten-
punkte der drei hyperbolischen Punktsysteme zu je dreien auf
vier Geraden wund bilden die drei Paar Gegenecken eines
vollstiindigen Vierseits, dessen Diagonaldreieck das gegebene
Dreieck ABC ist. Seien s .und ¢ die . Asymptotenpunkte eines
dieser drei Punktsysteme (und eines muss immer hyperbolisch
sein); drehen wir um s einen beliebigen Strahl, welcher in @ und
b die beiden andern Dreiecksseiten trifft, und sind ¢ und g die
conjugirten Punkte in den auf diesen Seiten befindlichen Punkt-
systemen, so muss auch «f durch s gehen. Welchen Ort um-
hiillen aber aff und ba?

Welchen Ort wird eine veriinderliche Gerade € umhiillen, welche
zwei gegebene Kegelschnitte K® und K® beziehlich in zwei
solchen Punktpaaren s und ¢, s, und ¢ trifft, dass das Doppel-

verhiltniss:

(sts t,)
einen gegebenen constanten Werth % hat? Wie vereinfacht sich
der gefundene Ort, wenn k= — 1 ist?
Wenn man drei Polardreiecke in Bezug auf einen Kegelschnitt
hat, so liegen die sechs Ecken je zweier derselben auf einem
neuen Kegelschnitt; in welechem Zusammenhange stehen die auf
diese Weise erhaltenen drei neuen Kegelschnitte mit einander?
Gegeben sei ein Dreieck 4 BC und zwei beliebige Punkte PQ;
die Verbindungslinie PQ treffe die Dreiecksseiten BCU, CA, AD
in Punkten, deren zugeordnete vierte harmonische Punkte 4, B, C,
seien; alsdann lassen sich durch die beiden Punkte P und @ drei
Kegelschnitte legen, von denen der erste durch 4 BC, der zweite
durch 4, B,C; gehe und der dritte das gegebene Dreieck 4 BC
zum Polardreieck habe. Diese drei Kegelschnitte gehioren einem
und demselben Biischel an, d. h. gehen ausser durch P und @
durch dieselben beiden (reellen oder imaginiren) Punkte, deren
(stets reelle) Verbindungslinie construirt werde.
Wenn zwei Kegelschnitte £® und &® so liegen, dass es einmal
ein Dreieck giebt, welches gleichzeitig dem ®® ein- und dem
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K& umbeschrieben ist, so giebt es bekanntlich unzihlig viele
solcher Dreiecke zys Nimmt man irgend drei Punkte 4 BC des
Kegelschnitts &), so bertihren die sechs Seiten der beiden Drei-
ecke ABC und zyz einen Kegelschnitt K®, welcher bei der
Verinderung des Dreiecks xyz eine Kegelschnittschaar durch-
liuft d. h. bestiindig ausser den Dreiecksseiten BC, 04, AB
noch eine feste Gerade beriihrt, die zugleich eine Tangente von
8@ isth.

Durch einen gegebenen Punkt P in der Ebene eines Kegelschnitts
K@ gehen im Allgemeinen vier solche Sehnen desselben, die
eine gegebene Liinge I haben. Die Mitten dieser vier Sehnen
liegen allemal auf einem Kreisee Wie veriindert sich der
Kreis, wenn bei festgehaltenem Punkte P die Liinge ! variirt?
Man kann an Stelle der Entfernung der beiden Schnittpunkte
eines Strahles mit einem Kegelschnitt die Potenz desjenigen
Puniitsystems einfithren, welches dem Strahl in Bezug auf
den Kegelschnitt zugehtrt, und sich allgemeiner die folgende
Frage stellen: -
Wenn sich ein Strahl in der Ebene eines Kegelschnitts §® um
einen festen Punkt P dreht, wie veriindert sich die Potenz des-
jenigen Punktsystems, welches dem Strahle in Bezug auf den
Kegelschnitt zugehort? Wie oft und wann erreicht diese Potenz
ein relatives Maximum oder Minimum ?

Wenn man von den Punkten @ eines Kegelschnitts A® in Bezug
auf einen Basis-Kegelschnitt &® die Polaren construirt, so um-
hiillt die Polare B des Punktes ¢ in Bezug auf ® einen Kegel-
schnitt B®, welcher in dem Punkte b von der Geraden B be-
rithrt wird; die Polare 9 des Punktes b in Bezug auf §@ ist
die Tangente 2 im Punkte ¢ am Kegelschnitt 4®. Bezeichnen
wir die Verbindungslinie (ab) = X und den Schnittpunkt (3, B) = #,
welche Ortscurven werden bei der Veriinderung von @ auf A®
die Gerade X und der Punkt » beschreiben? Und in welchem
Zusammenhange stehen dieselben mit einander und mit den
Kegelschnitten A® und B®?

Welches ist der Ort der Beriihrungspunkte sfimmtlicher Tangenten-
paare aus einem festen Punkte P an die Kegelschnitte einer ge-
gebenen Schaar und eines gegebenen Biischels? In welchem Zu-
sammenhange stehen drei solche Ortscurven, welche bei drei
conjugirten Kegelschnittbiischeln (§. 51) auftreten?
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