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Erster Abschnitt.

Projectivische Beziehung gerader Punktreihen und ebener
Strahlbtischel auf einander.

8. 1. Grundgebilde.

Die siimmtlichen auf einander folgenden Punkte einer (unendlich
langen) geraden Linie nennt man eine gerade Punkireihe oder schlecht-
weg Punktreihe, wenn nur von geraden Punktreihen die Rede ist.
Die Gerade selbst, deren Punkte aufgefasst werden, soll der Trdiger
der Punktreihe heissen. Die siimmtlichen durch einen Punkt in einer
Ebene gehenden Strahlen (unendlich lange gerade Linien) nennt man
ein ebenes Strahlbiischel oder schlechtweg Strahlbiischel, wenn nur von
ebenen Strahlbiischeln die Rede ist. Der Punkt, durch welchen simmt-
liche Strahlen gehen, heisst der DMiffelpunki des Strahlbiischels. Die
Punkte der Punktreihe und die Strahlen des Strahlbiischels heissen
Elemente dieser geometrischen Gebilde.

§. 2. Projectivische Beziehung der Grundgebilde auf einander.

Diese beiden einfachsten geometrischen Fig. 1.
Gebilde (Punktreihe und Strahlbiischel) sind
von gleicher Michtigkeit und einfacher Un-
endlichkeit, d. h. es giebt ebenso viel J /
Punkte auf einer Geraden, als Strahlen
durch einen Punkt. Dies erkennen wir,
indem wir die beiden Gebilde zu einander
in Beziehung setzen. Simmtliche durch einen
Punkt B, den Mittelpunkt eines Strahl-
biischels gehende Strahlen a, b, ¢, d . . . . . treffen eine beliebige (nicht
durch B gehende) Gerade A in den gleichnamigen Punkten abed....z..

(Fig. 1) und stellen eine derartige Bezichung zwischen den Elementen
Steiner, Vorlesungen II. 2. Aufl, 1
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beider Gebilde her, dass jeder Strahl des Strahlbiischels durch den
gleichnamigen Punkt der Punktreihe geht und umgekehrt jeder Punkt
der Punktreihe auf dem gleichnamigen Strahl des Strahlbiischels liegt.
Ziwei solche zusammenliegende Elemente heissen entsprechende Elemente
und diese Lage der beiden Gebilde, bei welcher jeder Strahl des
Strahlbiischels durch den entsprechenden Punkt der Punktreihe geht,
nennt man die perspectivische Lage. Die durch die perspectivische Lage
beider Gebilde hergestellte eindeutige Beziehung der Elemente auf einander
kann nun festgehalten werden, wihrend die perspectivische Lage aufge-
hoben wird (etwa dadurch, dass das Strahlbiischel B und die Punktreihe
A beliebig in der Ebene verschoben werden), aber die entsprechenden
Elemente in irgend einer Weise, z. B. durch Bezeichnung mit gleich-
lautenden Buchstaben, fixirt werden. Die auf' diese Art von der per-
spectivischen Lage unabhiingig gemachte eindeutige Beziehung der
Elemente beider Gebilde auf einander heisst projectivische Bezichung,
und die Gebilde selbst heissen projectivisch, wenn ihre entsprechenden
Elemente so liegen, dass jene in perspectivische Lage gébracht
~ werden kinnen. :

§. 3. Unendlich-entfernter Punkt der Punktreihe und Parallelstrahl
des Strahlbiischels,

Die Zusammengehorigkeit entsprechender Elemente lisst sich bei
der perspectivischen Lage der beiden Grundgebilde auch so auffassen,
dass man einen veriinderlichen Strahl x des Strahlbiischels um den
Mittelpunkt B dreht, wodurch sein Schnittpunkt r mit dem Triger A
auf demselben fortriickt. Dabei tritt nun einmal der besondere Fall
ein, dass der Strahl z in parallele Lage zu dem Triger 9 gelangt
und dadurch der Schnittpunkt y, welcher sonst immer eine bestimmte
angebbare Lage auf U hatte, der Wahmehmung entschwindet oder,
wie man sich ausdriickt, ins Unendliche riickt. Betrachten wir den
Strahl z kurz vor und kurz nach dieser parallelen Lage, so wird der
entsprechende Punkt p einmal nach der einen Seite und das andere
Mal nach der andern Seite hin sehr weit entfernt liegen, wiihrend
es bei der parallelen Lage selbst unentschieden bleibt, ob er nach der
einen oder nach der andern Seite hin liegt. Trotzdem nehmen wir
der Uebereinstimmung wegen an, dass auch der Parallelstrahl den
Triger A nur in emem Punkte treffe, und nennen diesen (obwohl er
sich der Wahrnehmung entzieht) den wnendlich-entfernten Punkt der
Punktreihe, den wir uns sowohl nach der einen Seite als auch nach
der andern Seite hin liegend vorstellen kénnen. Der unendlich-ent-
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fernte Punkt der Geraden ¥ ist ein ausgezeichneter und bei Ver-
riickung derselben upveriinderlicher Punkt, welcher die charakteristische
Eigenschaft besitzt, dass jeder nach ihm hingehende Strahl mit der
Geraden parallel ist.

~ Der unendlich entfernte Punkt verbindet gewissermassen die nach
entgegengesetzten Seiten hin- verlaufenden Enden der geraden Linie
und stellt eine Continuitiit her entsprechend der continuirlichen Drehung
des Strahles im Strahlbiischel.

8. 4. Uebereinstimmung der Aufeinanderfolge der Strahlen des Strahl-
biischels mit den entsprechenden Punkften der Punktreihe.

Aus der eben betrachteten zusammengehirigen Bewegung: der
Drehung des Strahles  um B und dem Fortriicken. des entsprechenden
Punktes ¢ auf 2 ergiebt sich zugleich eine Uebereinstimmung der
Aufeinanderfolge entsprechender Elemente oder des Drehungssinnes
mit dem Richtungssinn. Der Strahl z kann sich um den Mittelpunkt
B entweder in dem einen oder entgegengesetzten Drehungssinne
herumbewegen (~ ~ entweder wie der Zeiger einer Uhr, auf welche
man sieht, oder entgegengesetzt); dem entsprechend muss der Punkt
r entweder in dem einen (von rechts nach lnks) oder in dem ent-
gegengesetzten Richtungssinne (von links nach rechts) auf dem Triger
A fortriicken. Sind ¢ und b zwei besondere Lagen des sich drehen-
den Strahles z, so kann z auf doppelte Weise aus der Lage ¢ in die
Lage b iibergefiihrt werden, entweder in dem einen oder entgegen-
gesetzten Drehungssinne. Diese Zweideutigkeit hort aber auf, sobald
wir drei besondere Lagen abec annehmen und verlangen, der veriinder-
liche Strahl solle von @ durch b mnach ¢ gelangen (ohne indessen,
withrend er sich von @ nach & bewegt, in die Lage von ¢ gekommen
zu sein). Durch die Aufeinanderfolge abc ist der Drehungssinn von
z mitbestimmt (Fig. 2).

Sind a und b zwei besondere Lagen x
des fortriickenden Punktes r, so kann g o
von a nach b auf doppelte Weise gelangen, .
entweder direct oder durch den unendlich- 3 \
entfernten Punkt (§ 3). Diese beiden Wege / 5\\\
haben entgegengesetzten Richtungssinn.

Die Zweideutigkeit hort aber auf, sobald wir drei besondere Lagen abc
annehmen und festsetzen, der Punkt y solle von a ‘durch b nach ¢
gelangen (ohne auf dem Wege von a nach b die Lage ¢ eingenommen

zu haben); durch die Aufeinanderfolge abe ist der Richtungssinn von
; .

Fig. 2.

\.,alﬂ
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¢t mitbhestimmt (Fig. 3). Da nun abe und ab¢ entsprechende Elemente

Fig. 8. der beiden projectivischen Giebilde sind, so wird,
T sobald durch die Aufeinanderfolge abe der

R S Drehungssinn des Strahlbiischels festgestellt ist,
AR durch die zugehorige Aufeinanderfolge abc der
Richtungssinn der Punktreihe unzweideutig mitbestimmt, und nehmen
wir im Strahlbiischel den entgegengesetzten Drehungssinn durch die
Aufeinanderfolge acb, so wird durch die Aufeinanderfolge acbh auch
der zugehorige Richtungssinn in der Punktreihe -entgegengesetat.
Durch diese Bemerkung wird spiter jede Zweideutigkeit hinsichtlich
der Lage entsprechender Elemente aufgehoben.

§. 5. Doppelverhéiltniss. (Anharmonische Function.)

Um die gegenseitige Abhiingigkeit der Elemente der beiden Grund-
gebilde, welche durch die perspectivische Lage derselben hervorgerufen
wird, unabhiingig von letzterer darzustellen, suchen wir Beziehungen
auf zwischen den Abstinden beliebiger Punkte der Punktreihe und
den Winkeln, welche die entsprechenden Strahlen mit einander bilden,
solchergestalt, dass diese Beziehungen von der Lage der beiden Ge--
bilde zu einander unabhiingig sind.

Seien abeb ... beliebige Punkte der Punktreihe 9, so soll nach
dem Vorgange von Mobius durch die Nebeneinanderstellung der Buch-
staben '

ab
nicht allein die Strecke zwischen den Punkten a und b (ihr Abstand)
bezeichnet werden, sondern auch der Richtungssinn, in welchem die
Strecke von a nach b hin auf direclen Wege durchlaufen wird, so

dass also -
I. ab4%=0,d h ba=—ab

ist, wonach dann fiir irgend drei Punkte abc der Geraden die Giiltig-
keit der Gleichung

II. ab -+ bec=ac oder ab 4 be + ca=0
allgemein stattfindet, mag der Punkt ¢ zwischen a und b oder ausser-
halb der Strecke liegen, und fiir irgend vier auf der Geraden befind-

liche Punkte abcd nachfolgende Beziehungen gelten, die wir anfithren,
weil wir spiiter von ihnen Gebrauch machen werden; da niimlich

ab 4+ be =ac
adb =ab 4 bd,

%
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so folgt:
ab.ad 4 be.ad=ac.ab 4 ac.bd
ab {ab — ac} =ac.bd — be.ad
L. ab.cd 4 be.ad4ca.bd=0,
oder auch so geschrieben: ME%E 5% i = 0,

Eine weitere Beziehung zwischen vier Punkten einer Geraden folgt
aus den beiden vorigen; da

ab.co=ac.bd - ch.ad
be+ b= bD
ab.be.cd 4 ab.(cd)?==ac. (Eb)z—[—ah pb. b,
und hieraus

ab. (Lb)"—{—ca(Bb)‘_ﬁc {adb.db 4 ab.bc}
= bc {ad (ba 4 ab) + ab. dc}
=c¢b.(ab)* 4 bc.ab.ac,

oder
(ba)* | (bb)* | (b .

1v. ba . cn+uf)',nb+nc B ==k

Seien nun abed . . . die entsprechenden Strahlen des mit der Punkt-
reihe abed.. perspectivisch liegenden Strahlbiischels B, und bezeichne
(ad)
den Winkel zwischen den beiden Strahlen ¢ und & von einem ver-
dnderlichen Strahl z in demjenigen Drehungssinne von @ nach b hin
‘beschrieben, welcher iibereinstimmt mit dem Richtungssinne der Strecke

ab (§ 4), dann lassen sich leicht Beziehungen er- Tig. 4.
mitteln zwischen den Winkeln des Strahlbiischels
und den entsprechenden Abschnitten auf der Punkt-
reihe, indem man nach bekannten Sitzen der Ele- € \
mentargeometrie die Fliche des Dreiecks Bab auf gk
doppelte Weise ausdriickt; das aus B anf U gefillte Perpendikel treffe
in p, dann wird

Ba.Bb.sin (ab) = Bp.ab,

oder

) = ab el Ba. Bb

sin (ab)  Bp
Nimmt man ein drittes Paar ¢ und ¢ entsprechender Elemente, hinzu,
so treten in gleicher Weise zwei neue Relationen hinzu:.

2) ac Ba Be betwer weeB L B
sin (ac)  Bp ) sm(be)  Bp




6 Erster Abschnitt. Projectivische Beziehung gerader

Nur die rechten Seiten dieser Beziehungen enthalten Stiicke, welche
von der perspectivischen Lage beider Gebilde abhéingen, wihrend die
linken Seiten frei davon sind; es gelingt aber nicht, aus diesen drei
Gleichungen 1) und 2) jene Stiicke zu eliminiren; wir ziehen. daher
noch ein viertes Paar entsprechender Elemente d und b in die Be-
trachtung und erhalten drei neue Relationen:
b, 7 Ba.BEESCBRATY LBy, B isagh,. - Be . BY
) smaa) | BpeElsEngba). ¢ Bp iYefled)  SBH
Aus diesen 6 Relationen 1) 2) 3) konnen wir nun in mehr-
facher Weise andere ableiten, die unabhiingig sind von den Stiicken
Ba, Bb, Bc, Bb, By, also bestehen bleiben, wenn die perspectivische
Lage aufgehoben wird; es folgt néimlich w. a. die Beziehung:
‘4) ac : ab s s.in (ac) . si‘n (ad)
be "bd  sin (be) sin (bd) ?
und, wenn wir in irgend einer Weise die vier Punkte abcb, in der-
selben Weise aber auch abed permutiren, so ergeben’ sich ihnliche
Relationen.

Der Ausdruck %-% : :—g, welchen wir der Kiirze wegen mit

(abcd)
bezeichnen wollen, heisst das Doppelverhiiliniss (oder das anharmonische
Verhiiltniss, die anharmonische Function) von vier Punkten, und um
die Bildungsweise desselben leichter zu itbersehen, nennen wir a und b
- ein Paar zugeordneter Punkte, ¢ und D das andere Paar zugeordneter
Punkte; dann sind zur Bildung des Doppelverhiiltnisses die einfachen
Verhiiltnisse der Abstéinde jedes Punktes des einen Paares zugeordneter

Punkte von den beiden Punkten des anderen Paares: g—g und ;i; durch

einander zu theilen; welche von den vier Punkten iibrigens auf diese
Weise einander zugeordnet werden, ist an sich gleichgiiltig, nur sollen
bei der Bezeichnung (abcd) die beiden ersten und die beiden letzten
als zugeordnete Punktenpaare festgehalten werden. Ebenso heisst
der Ausdruck: :
sin (ac)  sin (ad)
sin (be) * sin (bd)
welchen wir mit (abcd) bezeichnen, das Doppelverhiiltniss von vier
Strahlen des Strahlbiischels, und es werden dabei ebenfalls ¢ und b, ¢
und d als zugeordnete aufgefasst.
Die gefundene Beziehung (4) sagt also aus:
Bei zwei projectivischen Gebilden: einer Punktreihe und etnem Strahl-
biischel findet zwischen irgend vier entsprechenden Elementenpaaren abcd
und abed immer die Gleichheit der Doppelverhiiltnisse statt:

(abed) = (abed) .
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§. 6. Verschiedene Werthe eines Doppelverhdltnisses durch Ver-
tauschung der Elemente.

Ehe wir aus dem gefundenen Resultat Folgerungen ziehen, wollen
wir untersuchen, in welchem Zusammenhange die 24 Werthe des
Doppelverhiiltnisses mit einander stehen, welche wir erhalten, wenn
wir die Klemente desselben auf alle moglichen Arten unter einander
vertauschen. Sei der Werth des Doppelverhiiltnisses:

ac_ab
‘!—J‘E:E'SE (aﬁtb)=k,
so erkenmen wir zuniichst aus der Bildungsweise desselben, dass

1). (abcd) = (badc) = (cdab) = (dcha) ist;

ferner, da

2)  (abced). (abde)=1.
Endlich giebt die Relation III. in §. 5 zwischen irgend vier Punkten
einer Geraden:
ab.cdb 4 be.adb4ca.bdb=0
folgende Beziehung zwischen Doppelverhiiltnissen:
o -abs iab b
BeiBd T o6 b L
oder:
3) (abced) + (achd)=1,
und hieraus lassen sich die Werthe des Doppelverhiltnisses fiir alle
24 mbglichen Vertauschungen folgendermassen durch einen Werth %
desselben ausdriicken:
(abed) = (bade) = (cdab) = (beba) =&
(abde) = (bacd) = (cdba) = (beab) = -
(achbd) = (bbac) = (cadb) = (bbca)=1—%
(acdbh) = (bbea) = (cabd) = (bbac) = 1—1—

k—1

(abbe) = (bead) = (chda) = (bach) = =

(abeb) = (beda) = (chad) = (babe) = 2.

Dieselben Beziehungen ergeben sich fiir das Doppelverhiltniss
von vier Strahlen (abed) aus der in § 5 nachgewiesenen Gleichheit
der Doppelverhiltnisse:
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(abed) = (abed) .

Sind fiinf Punkte auf einer Geraden gegeben, so lassen sich
zwischen denselben mehrere Doppelverhiltnisse bilden, die in einfachem
Zusammenhange mit einander stehen; da niimlich

b
(abed) =5 23
(abce) _I;iE E: ist, so folgt:
(abed)  ae abd
T i (e oadk

also haben wir die Relation:
(abcd): (abbe). (abec) = 1.%)

Aus dieser Relation ergiebt sich der Werth eines Doppelverhilt-
nisses, dessen vier Klemente gegeben sind durch die Werthe der vier
Doppelverhiltnisse, welche sie mit drei anderen (Fundamental-)Elementen
bilden; wenn namlich

(abed,) =k, , (abed,) =k, ist,
so wird nach dem vorigen Satze:
(abb,b,) — 7
Ist (abedy) = ks, so folgt (ab,dyb). (ab bd;). (ad,d;0,) =1 d. h
k, ke —Fk,
0 X T ’ (ﬂblbghzj =
Ry —ky
(ad;d,d,) = Fik:

Ist endlich (abced,) =k,, so haben wir (9,0,b,0) . (d,D,0d,) (b,D,0,0,)
= 1l h

bey— kg ;l,r-h
P g (dyDby) =1
(B,D,0yb,) = =gt - P

BT e
§. 7. Verdnderung des Werthes eines Doppelverhdltnisses bei der Be-

wegung eines seiner .Elemente.

Fiir die Folge ist es niitzlich zu wissen, wie sich der Werth
eines Doppelverhiiltnisses veriindert, wenn eines seiner Elemente alle
moglichen Lagen annimmt, wihrend die drei andern festgehalten

*) Der barycentrische Calcul von A. F. Moebius, Leipzig 1827. S. 250.
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werden. Nehmen wir das Doppelverhiltniss von vier Punkten (abcbd)
und lassen den Punkt d sich bewegen, so bleibt von dem Doppel-

i ac _abd T 5 s
verhiiltnisse = : &= das erste Verhiiltniss unveriindert, und es variirt

nur das zweite. Untersuchen wir daher zuniichst, wie sich das Ver-

héiltniss % verdndert, wihrend ¢ alle miglichen Lagen auf der Geraden

ab emmimmi. Es treten hierbei zwei wesentlich verschiedene Fille
ein: entweder liegt ¢ auf der endlichen Strecke zwischen ab, oder auf
einer der beiden unendlichen Strecken ausserhalb ab; im ersten Falle
haben die Strecken ar und br entgegengesetzten, im zweiten Falle
gleichen Richtungssinn (§ 5); wir nehmen daher im ersten Falle den

absoluten Werth des Verhﬁltnisses’% mit dem negativen Vorzeichen

(=), im zweiten Falle mit dem positiven Vorzeichen () und unter-
scheiden durch das entgegengesetzte Vorzeichen des Verhiiltnisses die
beiden Gebiete auf der geraden Linie, in welchen der Punkt g liegen kann.

Wenn nun g mit a zusammenfillt, so ist der Werth des Verhiiltnisses %-E

gleich 0; er bleibt negativ, so lange sich g von a nach b hin bewegt; er
wird = — 1, wenn pin die Mitte m zwischen a und b fillt, wiichst (absolut
genommen), wihrend ¢ von mt nach b geht, und wird, wenn g in b hinein-
fillt, unendlich gross (oo); dabei liegen die absoluten Werthe des Ver-

hiltnisses % , withrend g zwischen a und m liegt, zwischen 0 und 1;

withrend ¢ zwischen m und b liegt, zwischen 1 und oo, und keine
zwei gleichen Werthe konnen vorkommen; das Verhiiltniss nimmt
also alle negativen Werthe von 0 bis co und jeden nur einmal an;

geht ¢ weiter, iiber b hinaus, so wird g—i positiv und nimmt ab von

dem Werth oo an, welchen es in b hatte; je weiter ¢ gelangt, desto
mehr nihert sich der Werth des Verhiltnisses dem Werthe + 1, da
% =1 g—:, fiir den unendlich entfernten Punkt selbst wird daher
das Verhiiltniss den Grenzwerth 4~ 1 annehmen; gehen wir durch den
unendlich entfernten Punkt auf die andere Seite der Geraden iiber (§. 3),

so wird der Werth des Verhiltnisses :—i < 1, weil jetzt b von g ent-
fernter liegt als a, wihrend es vorher umgekehrt war; nihert sich
mehr und mehr dem Punkte a, so nimmt der Werth g—z immer mehr

ab bis zum Werthe O, der dann eintritt, wenn r wieder mit a zu-
sammenfiillt. Fiir das ganze Gebiet ausserhalb der. Strecke ab, welches
durch den unendlich entfernten Punkt in zwei Abschnitte zerfillt, ist
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demnach der Werth des Verhiiltnisses positiv und zwar auf dem einen
Abschnitte > 1 (nimmt von oo bis 1 ab), auf dem andern Abschnitte
< 1 (nimmt von 1 bis O ab), fiir den unendlich entfernten Punkt
selbst - 1; jeder positive Werth des Verhiltnisses kommt aber nur

einmal vor. Tm Ganzen nimmt also das Verhiiltniss EE bei der Be-

wegung von g alle positiven und alle negativen Werthe von + 0
bis + oo und jeden nur einmal an. Will man vom Vorzemhen ab-
_ sehen und nur den absoluten Werth des Verhiiltnisses auffassen, so
tritt ein solcher immer zweimal auf, einmal fiir eine hestimmte Laée
zwischen ab, das andere Mal ausserhalb ab; die Punkte gruppiren
sich demgemiiss paarweise, wie z B. der Mittelpunkt m und der
unendlich entfernte Punkt dem Wenthe 1 entspricht; durch das hinzu-
gefiigte Vorzeichen wird aber diese Zweideutigkeit aufgehoben.
Hieraus ergiebt sich nun auch die Veriinderung des Doppel-

verhiiltnisses (abcd), wenn eines seiner Elemente sich bewegt. Sei

ac _ab
be ' bd
sich #indern und alle pomtlven und negativen

d dies veriinderliche Element, so wird in dem Doppelverh.ﬂtmsse

allein das Verhiltniss %
Werthe durchlaufen; die mit dem constanten Werthe 2 = multlphclrten
reciproken Werthe dieses Verhiiltnisses werden daher auch alle posi-
tiven und negativen Werthe in stetiger Aufeinanderfolge annehmen
und jeden nur einmal. Wie die positiven und negativen Werthe mit
der Veriinderung von d einander folgen, hiingt von dem Werthe des

Verhiltnisses g—i ab, welcher positiv oder negativ ist, je nachdem c

ausserhalb ab oder zwischen ab liegt:
1) Liegen abc der Art: TE T
Werth des Doppelverhiiltnisses (abeb)
wird fiir ® im Unendlichen %% = 4

withrend D von oo bis a geht 4

ar 0 o
—1—, so ist — positiv, und der
¢ bc

wenn D in a hineinfillt = 00
withrend D von a bis b geht —
wenn b in b hineinfillt = 0
withrend D von b bis ¢ geht -+
wenn D in ¢ hineinfillt =41

wiithrend D vonchis ins Unendl.geht -,
2) Liegen abc der Art: e ist g negativ, und
¢

der Werth des Doppelverhiiltnisses (abcd)
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wird fiir D im Unendlichen ch; —_——

wihrend b von oo bis a geht —
wenn D in @ hineinfillt = oo
wihrend b von a bis ¢ geht -+
wenn D in ¢ hineinfillt =41
~withrend D von ¢ bis b geht -+
wenn D in b hineinfiillt = 0
withrend b von b bis co geht —.

Die beiden zugeordneten Punkte a und b, fiir welche, wenn b
hineinfillt, das Doppelverhiiltniss die Werthe oo und 0 annimmt, bil-
den die Uebergiinge von den positiven zu den negativen Werthen des-
selben; ausserdem tritt einmal der besondere Werth 4 1 auf, wenn
D in ¢ hineinfillt, also das andere Paar zugeordneter Punkte zusammen-
fillt, und fiir den unendlich entfernten Punkt geht das Doppelverhiilt-

S . e e
niss in das einfache Verhiiltniss T iiber.

Aus der Gleichheit der Doppelverhiiltnisse zwischen irgend vier
Paaren entsprechender Elemente einer Punktreihe und eines mit ihr
projectivischen Strahlbiischels konnen wir auf einen ganz gleichen
Verlaut des Werthes von (abed) schliessen, wenn von den vier
Strahlen drei fest bleiben und der vierte ¢ sich um den Mittelpunkt
drehend das ganze Strahlbiischel durchliuft.

§. 8. Harmonische Elemente.

Unter allen Werthen, welche ein Doppelverhiltniss annehmen kann,
giebt es einen, welcher seines hiufigen Vorkommens wegen von be-
sonderer Wichtigkeit ist; ehe wir daher in den allgemeinen Betrach-
tungen fortfahren, wollen wir diesen besonderen Fall niher ins Auge
fassen. Dieser wichtigste specielle Werth eines Doppelverhiiltnisses
ist — 1, und wenn das Doppelverhiiltniss von vier Punkten

(abeh) =—1
ist, so heissen diese wvier harmonische Punkte, und zwar a und b zu-
geordnete harmonische Punkte, ebenso ¢ und D sugeordnefe; da das
Doppelverhiiltniss von vier harmonischen Punkten — 1 ist, so folgt
(§ 7), dass, wenn ¢ zwischen a und b liegt, nothwendig d ausserhalb
ab liegen muss und umgekehrt, dass also bei vier harmonischen
Punkten ein Paar zugeordneter Punkte durch das andere Paar ge-
trennt wird und zwischen ihren Abstinden die Bedingung stattfindet:

ac , ad O A R
I-. E+6-s=00de1 ﬂ-l—ﬁ-—-(),
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oder die Verhiltnisse E% und g—: haben gleichen, aber entgegengesetaten

b
Werth. Aus den Beziehungen in §. 6 ergiebt sich fiir & = — 1, dass,
wenn
(abed) = —1 ist,
(abed) = (abdce) = (bade) = (bacd)
= (cbab) = (cdba) = (bcab) = (bcba) = — 1 wird.

Man kann also sowohl ein Paar zugeordneter harmonischer Punkte
unter sich, als auch mit dem andern Paar vertauschen, ohne die
harmonische Eigenschaft aufzuheben. Ferner ergiebt sich aus §. T,
dass, wenn man irgend drei Punkte abc auf einer Geraden willkiirlich
annimmt und zwei z B. a und b als zugeordnet auffasst, nur ein ein-
ziger bestimmter vierter dem ¢ zugeordneter harmonischer Punkt
existirt, welcher, wenn ¢ zwischen ab liegt, ausserhalb ab-liegen
muss und umgekehrt; eine einfache Construction desselben allein
mittels des Lineals ergiebt sich spiter (§. 9). Hier erwihnen wir
nur noch einige metrische Beziehungen, welche aus dem besonderen
Werthe — 1 des Doppelverhiiltnisses folgen.
Wenn niimlich

(abed) =—1,
so ist (§. 6)
(acdh) =,
das heisst:
ab __ 1ab
ED: GG

Schreiben wir diese Beziehung dergestalt:
ac+cd 1 acHch

o e Gy R e

so folgt:
e ol &
(3 2]th i ¢h |
d. h. der reciproke Werth des Abstandes eines Punlites von dem zugeordneten
harmonischen Punkte ist gleich dem arithmetischen Mittel aus den reciproken
Werthen der Abstiinde des ersten von den beiden andern zugeordneten Punlten.

Ferner fithren wir die Mitte m zwischen zwei zugeordneten Punkten
ab ein, also

1L

1
um=§a1_5=mﬁ,

dann wird die vorige Relation:

ap __ am __ mb
AT (T
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woraus folgt:
s TE
ab ~ ¢d
und durch Vertanschung von a und b:

mb __ac _ ma,
B enohnh?

aus den beiden Beziehungen:

ho, B g _Chb
I e T T
folgt durch Hinzufiigung von 1 auf beiden Seiten:
! mb__ B me_ cb
WY D L Eledhi T

und hierans folgt:
II. (ma)?= (mb)* =mc.md

me bey2 ac\2
R - )
Auch kann n. A. noch die Relation bemerkt werden:

V. {cu.cb:ch.cm

ba.db=>0c.bm,
worans durch Addition beider Gleichungen folgt:
VI ca.chb- da.db=_(_cd)?,

welche alle sich leicht in Worten ausdriicken lassen; idhnliche me-
trische Relationen ergeben sich, wenn wir die Mitte # zwischen den
beiden andern zugeordneten Punkten ¢ und D einfithren.

Von besonderem Interesse ist die Beziehung III. fiir vier harmo-
nische Punkte: das Quadrat des Abstandes der Mitte zwischen zwei zu-
geordneten. Punlten von einem derselben ist gleich dem Rechleck aus den
Abstinden derselben Mitte von den beiden andern zugeordneten Punkten.

Halten wir bei vier harmonischen Punkten ein Paar zugeordneter
Punkte ‘ab fest, so bleibt auch deren Mitte m unveriindert; beygegen
wir dann ¢, so veriindert sich mit ihm der vierte harmonische Punkt
D in der Weise, dass das Rechteck mc.mb constant bleibt. Wir
konnen hierdurch, wiithrend wir von vier harmonischen Punkten das
eine Paar ‘zugeordneter Punkte festhalten, das ganze System von
Paaren zugeordneter Punkte verfolgen, welche mit den beiden festen
harmonisch liegen, und merken insbesondere zwei specielle Fiille:
1) wenn ¢ in m liegt, so liegt D im Unendlichen, d. h. zwei belichige
Punlite einer Geraden, die Mitte zwischen thnen und der unendlich ent-
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fernte Punkt sind immer vier harmonische Punkte und zwar die beiden
ersten zugeordnet, die beiden letzten zugeordnet; 2) wenn ¢ in b oder
-in a hineinfillt, so muss auch d hineinfallen, d. h. wenn von vier har-
monischen Punkten ein Paar zugeordnefe zusammenfallen, so muss in
diesem Punkte auch einer des andern Paares zugeordneter Punkte liegen,
oder: vier harmonische Punkte konnen insbesondere so liegen, dass
drei zusammenfallen und einer abgesondert ist. Weil endlich mc.mbd
= (ma)® positiv ist, so miissen mc und md gleichen Richtungssinn
haben, d. h. ¢ und D immer auf derselben Seite von m liegen; wih-
rend also ¢ von m nach a fortschreitet, geht der vierte harmonische
Punkt d vom Unendlichen im' entgegengesetaten Richtungssinne nach a
(denn je grosser von dem constanten Rechteck die eine Seite wird,
desto kleiner muss die andere werden), und wenn ¢ von m nach b
fortriickt, bewegt sich d vom unendlich entfernten Punkt ebenfalls
nach b hin [vergl. §. 7]*).

Dieselben Betrachtungen konnen wir leicht iibertragen auf vier
Strahlen, deren Doppelverhiiltniss den Werth — 1 hat. Solche vier
Strahlen abed eines Strahlbiischels, fiir welche

(abed) = — 1

ist, heissen vier harmonische Strahlen und zwar ab zugeordnete, c¢d zu-
geordnete Strahlen; der Werth des Doppelverhéiltnisses zwischen den Sinus
der Winkel liefert die Beziehung:

sin (ace) sin (ad)
gin (be) G gin (bd) 0.

#) Die Erweiterung dieser Betrachtung fiihrt zu dem fiir geometrische Be-
trachtungen niitzlichen Princip der T'ransformation durch reciproke Radien. Be-
_ zeichnen wir die beiden von einander abhiingigen veriinderlichen Punkte ¢ und b

besser durch x und £, ihre feste Mitte durch m, so wird vermittelst der Relation:

ma . mE = const,

auf dem geradlinigen Triger jeder Punkt  in einen neuen Punkt & transformirt,
oder_die ganze gerade Linie wird auf sich selbst abgebildet. Denken wir uns
nun®iesen Triger um den festen Punkt m gedreht durch 180° so dass er die
ganze Ebene durchstreift und seine Punkte 2 und £ dieselbe doppelt bedecken,
dann iet dadurch die ganze Ebene auf sich selbst abgebildet d. h. jedem Punkte
x der Ebene entspricht ein bestimmter Punkt & auf dem Strahle ma vermége der
obigen Relation. Irgend einer Figur, welche der Punkt x in der Ebene beschreibt,
entspricht eine transformirte Figur, die der Punkt £ beschreibt z. B. einer geraden
Linie ein Kreis, einem Kreise im Allgemeinen wieder ein Kreis w. s f. Aus me-
trischen und Lagen-Verhiiltnissen der ersten Figur entspringen neue Beziehungen
der transformirten Figur und bilden eine reiche Quelle geometrischer Forschung.
(Vgl. Einleitung in die synthetische Geometrie von €. F. Geiser S. 159.)
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Aus der Gleichheit der Doppelverhiltnisse (§. 5) folgt, dass,
wenn man irgend vier harmowische Punkte mit einem Punkt B durch
Strahlen verbindet, diese vier harmowische Strahlen sind, und wenn man
irgend wvier harmowische Strahlen durch eine belicbige Gerade schneidet,
die vier Schwittpunkte vier harmonische Punlite sind, zugleich auch zu-
geordnete Strahlen die zugeordneten Punkte enthalten und umgekehrt.

Hiernach ergiebt sich die relative Lage von vier harmonischen
Strahlen aus der von vier harmonischen Punkten. Zwei zugeorduete
Strahlen ab theilen némlich die ganze Kbene in vier Winkelrfiume,
von denen zwei und zwei (Scheitelwinkelriiume) gleich sind; das andere
Paar zugeordneter Strahlen kann nun nicht in dieselben Scheitel-

winkelriume fallen, sondern wenn der Strahl ¢ in das eine Paar
~ Scheitelriume fillt, so muss der zugeordnete ¢ in das andere Paar
Neben-Scheitelriiume fallen, oder wie man sich kiirzer ausdriickt: bei
vier harmonischen Strahlen wird ein Paar zugeordneter Strahlen durch
das andere Paar gefrennt. Ferner giebt es zu drei beliebig gewiihlten
Strahlen nur einen bestimmten vierten harmonischen, der, wenn zwei
als zugeordnet festgesetzt sind, dem dritten zugeordnet ist. Kbenso
iibertragen sich die metrischen Relationen IT. IIL. IV. auf vier har-
monische Strahlen:

Da.; ;

sin (da) sin (db)

Rt s () 0 ist

und

(da) = (dc) + (ca); (db) = (de) + (cb)
bei festgehaltenem Drehungssinn, so ergiebt sich durch Auflosung der
sin der Summen:

2. cotg (ed) = % {cotg (ca) + cotg (cb)}-

Auch die iibrigen metrischen Bezichungen zwischen vier harmo-
nischen Strahlen, analog III. und 1V. ergeben sich, wenn man mit m
einen Halbirungsstrahl des Winkels (ab) bezeichnet, also -

(am) = (mb) = — (bm) = — (ma);
die Relation 1. lisst sich dann so schreiben:
poi(om) 4 (med} | ol (I (MET 20 g
sin {(&m) + (me) ) sin {(bm) 4+ (md)} — .
und giebt aufgelost mit Beriicksichtigung der vorigen Relationen:
tg (mec) — tg (ma) i tg (md) — tg (ma)
tg (me) + tg (ma) ' tg (md) + tg (ma) "’
tg (me) _ tg (ma)
tg (ma) ~ g (md)
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3. tg?(ma) = tg® (mb) = tg (mc) - tg (md) .
Ferner: | '

sin { (am) + (me)} + sin {(bm) 4 (me)} = sin (ac) + sin (be)
aufgeldst : ;
~ 2cos (am) - sin (mc) = sin (ac¢) + sin (be) ;
ebenso:
2 cos (am) - sin (md) = sin (ad) + sin (bd) ;
anderseits: >
2 sin (am) cos (me) = sin (ac) — sin (be) ;
2 sin (am) cos (md) = sin (ad) — sin (bd) .
Es folgt aber aus 1.:

sin (@¢) + sin (be) _ sin (be) | sin (ad) 4 sin (bd) _ sin (bd)
sin (bd) — sin (ad) = sin (bd)? sin (be) — sin (ac) ~ sin (be) ?

woraus dann folgt:

3 sin 2 (me) {ain ('bc)}sz e {sin (we)) ?

v sin 2 (md)  |sin (bd)[ ~ |sin (ad)} ¢
Weitere Beziehungen zwischen vier harmonischen Strahlen siehe unter
HAufgaben und Sitze“ am Ende des ersten Abschnitts.

Die Beziehung 3. lisst dhnlich wie III. die Abhingigkeit eines
Paares zugeordneter Strahlen von dem andern und der Halbirungs-
linie ihres Winkels erkennen; halten wir ab und also auch die Hal-
birungslinie #m des Winkels (ab) fest und veriindern ¢, so wird auch
der vierte harmonische Strahl o sich bewegen, aber das Product
tg (me) . tg (md) constant bleiben; fillt insbesondere ¢ auf m, so
muss tg (md) = oo werden, also d zu m senkrecht stehen, oder was
dasselbe sagt: d wird der Halbirungsstrahl des Nebenwinkels von (ab).
‘Wir schliessen also: Wenn zwei Strahlen den Winkel und Nebewwinkel
zweier andern halbiven, so bilden sic mit jenen vier harmonische Strahlen
und sind einander sugeordnet; aber auch umgekehrt: Wenn wvon vier
harmonischen Strahlen zwei zugeordnete 2w einander vechtwinklig sind,
so halbiren sie dic Winkel der beiden andern zugeordneten Strahien.
(Wir erkennen ferner leicht, dass dieselbe Relation 3. hestehen bleibt,
wenn wir statt der einen Halbirungslinie m des Winkels (ab) die
andere, zu ihr senkrechte Halbirungslinie des Nebenwinkels setzen.)
Fillt zweitens bei der Bewegung von ¢ dieser Strahl auf a oder b,
so muss auch d auf denselben fallen, also: Wenn von vier harmonischen
Strahlen ein Paar zugeordneter zusammengfallen, so miuss auch einer des
andern Paares hineinfallen, oder: vier harmonische Strahlen kdnnen
die besondere Lage haben, dass drei zusammenfallen und der vierte
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abgesondert liegt. Hinsichtlich der Bewegung sehen wir endlich, dass,
wiihrend ¢ das Gebiet zweier Scheitelriiume des Winkels (abd) durch-
streift, der zugeordnete Strahl d das Gebiet der beiden andern Neben-
Scheitelriiume in entgegengesetztem Drehungssinne durchstreift, und
dass beide einmal auf @, das andere Mal auf b zusammenfallen.

§ 9. Vorkommen harmonischer Elemente beim vollstindigen Viereck
und Vierseit.

Harmonische Punkte und Strahlen bieten sich bei sehr vielen
geometrischen Untersuchungen dar; des Folgenden wegen miissen wir
auf ihr Vork#mmen beim vollstindigen Viereck und Vierseit aufmerk-
sam machen. Sind niimlich ¢b ¢, b, irgend vier Punkte der Ebene
(Fig. b) (ein vollstindiges Viereck), so giebt es Fig. 5.
drei Paare Verbindungslinien je zweier derselben
(drei Seitenpaare) néimlich:

¢d ¢ D, die sich in a treffen mégen

GO By o B -

T TS N R A e

Diese drei Schnittpunkte bilden das ~— 74
Diagonaldreieck des vollstindigen Vierecks,
und die drei Seiten desselben heissen die drei
Diagonalen des vollstiindigen Vierecks, die drei Ecken die Dzagmal—
punkte desselben; ziehen wir BB;, welche Linie ¢d und c¢,d, resp. in
b und b, treffe, so ist, weil die vier Strahlen Ba, Bb, B¢, Bb die
Gerade ¢, b, resp. in ab,c,b, treffen, das Doppelverhiltniss der vier
Strahlen einmal gleich (abcd) und zweitens gleich (ab,¢,d ) (§. 5),
mithin

(abed) = (ab,c,d, ).
Die vier Strahlen B,a, Bb,, B,¢,, B,d, treffen aber die Gerade ¢d
in den resp. Punkten abdc und ¢, d, in ab ¢ b, mithin ist
(ab.¢,;d,) = (abde);

(abed) = (abde).
Allgemein aber ist (§. 6, 2):
(abcd) - (abbe) =1, folglich
(abcd) =1,
(abcd) selbst also 4 1 oder — 1; den Werth 4 1 kann dies Doppel-
verhiiltniss nach §. 7 nicht haben, weil derselbe nur dann auftritt,
wenn zwel zugeordnete Punkte zusammenfallen, was hier offenbar

nicht der Fall ist, mithin muss
Steiner, Vorlesungen IL 2. Aufl 2

folglich auch
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(abcd) = —1

sein, d. h. (§ 8) die vier Punkte abcd sind harmonisch gelegen,
ebenso ab ¢ d,; folglich sind auch die vier von B3 ausgehenden Strahlen
vier harmonische Strahlen und ebenso die vier durch B, laufenden Strahlen;
da von den letzteren sowohl die Gerade cc, als auch dd, in vier har-
monischen Punkten getroffen wird, durch welche die vier von a aus-
gehenden Strahlen laufen, so sind auch die letzteren vier harmonische
Strahlen. Wir konnen daher folgenden Satz aussprechen:

Beim vollstindigen Viereck bilden in jedem der drei Diagonalpunkte
die beiden Seiten und die beiden Diagonalen, welche durch denselben gehen,
vier harmonische Strahlen wnd zwar enthilt jedes Paar 28 zugeordnete.

Dieselbe Figur lisst sich auch anders auffassen: Wir konnen die
vier Verbindungslinien ¢, ¢,b,, cc,, dd, als vier beliebige Gerade in
der Ebene, ein vollstiindiges Vierseit, ansehen; diese vier Geraden
schneiden sich in drei Punktenpaaren, den sechs Hcken des voll-
stindigen Vierseits oder den drei Paar Gegenecken, niimlich B und
a, ¢ und b, b und c¢;; die drei Verbindungslinien dieser drei Paare
Gegenecken heissen Diagonalen des vollstindigen Vierseits, ihre Schnitt-
punkte Diagonalpunite. Hiernach lautet der vorige Satz:

Beim vollstindigen Vierseit bilden anf jeder der drei Diagonalen die beiden
Ficken des Vierseits und die Schwittpunkte der beiden andern Diagonalen
vier harmonische Punkte und zwar besteht jedes Paar aus zwei zugeordneten.

Es folgt hieraus leicht eine Construction sowohl des vierten har-
monischen Punktes, als auch Strahles zu drei gegebenen allein mit
Hiilfe des Lineals, wenn zwei als zugeordnete angenommen sind:

1) Sind auf einer Geraden drei Punkte abc gegeben, und soll der
vierte harmonische dem ¢ zugeordnete Punkt d gefunden werden, wiih-
rend a und b das eine Paar zugeordneter Punkte ist, so ziehe man
durch ¢ einen beliebigen Strahl und nehme zwei belicbige Punkte =
und y auf demselben, verbinde za, 20, ya, yb und bestimme die
Schnittpunkte: i

(wa, yb) und (a5, ya),
deren Verbindungslinie die Gerade in dem gesuchten Punkte D trifft.

2) Sind drei durch einen Punkt 0 gehende Strahlen abe gegeben,
und man soll den vierten harmonischen dem ¢ zugeordneten Strahl d
finden, withrend ab das andere Paar zugeordneter Strahlen ist, so
ziehe man durch einen beliebigen Punkt von ¢ irgend zwei Gerade,
welche @ und b resp. in ab und a,b, treffen; dann giebt der Schhitt-
punkt (ab,, ba,) mit 0 verbunden den gesuchten vierten harmonischen
Strahl d. :
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§.10. Allgemeine Folgerungen aus der Gleichheit der Doppelverhiltnisse.
Construction entsprechender Elemente zweier projectivischer Gebilde.

Die am Ende des § 5 bewiesene Gleichheit der Doppelverhiilt-
nisse zwischen irgend vier Punkten einer Geraden und vier Strahlen
eines Strahlbiischels, welche durch jene gehen:

(abed) = (abed)

liefert zuvirderst zwei allgemeine Sitze, deren specielle Fille fiir har-
monische Punkte und Strahlen wir bereits angewendet haben, nimlich:

1) Zicht man durch ein belicbiges Strahlbiischel wvon wvier Strahlen
abed irgend welche Gerade (Transversalen), die jene resp. in den Punlten
abed treffen, so ist der Werth des Doppelverhilinisses (abed) immer
derselbe

(abed) = const.

welches auch die Lage der hindurchgehenden Transversale sei, nédmlich
gleich dem Werthe des Doppelverhiiltnisses der vier Strahlen (abed).

2) Verbindet man irgend vier Punkte abcd einer Geraden mit be-
licbigen. Punlten der Ebene durch je vier Strallen abed, so haben diese
Strahibiischel immer dasselbe Doppelverhiliniss

(abed) = const. ,

welches auch die Lage ihres Mittelpunktes sei, nimlich das Doppelverhiilt-
niss der vier Pumkte (abcD).

Da ferner diese Gleichheit der Doppelverhiiltnisse zwischen ent-
sprechenden Elementen der beiden in perspectivischer Lage befind-
lichen Gebilde ganz unabhiingig ist von der perspectivischen Lage, indem
sie nur die Abstiinde der Punkte von einander und die Winkel zwischen den
entsprechenden Strahlen enthiilt, so bleibt sie auch bestehen, wenn
die perspectivische Lage aufgehoben wird, und enthiilt das allgemeine
Gesetz fiir die projectivische Beziehung (§. 2) eines Fig. 6.
Strahlbiischels und einer Punktreihe auf einander.

Wenn wir also die Strahlen eines Strahlbiischels

und die Punkte einer Punktreihe projectivisch

auf einander beziehen wollen, so diirfen wir drei

Paare von Elementen abe und abc willkiirlich als

entsprechende annehmen (Fig. 6), weil erst zwi-

sechen vier Paaren die Bedingung obwaltet: a ¢ []

(abed) = (abced) .
Durch jene drei Paare ist aber die Beziehung vollstiindig und eindeutig

bestimmt; denn nehmen wir jetzt einen beliebigen vierten Strahl d
= 2$
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des Strahlbiischels, so ist der Werth von (abcd) gegeben, und da
(abcd) denselben gegebenen Werth hat, so giebt es nur einen be-
stimmten Punkt d (§. 7), welcher diesen Werth liefert, wofern man
auch das Vorzeichen des Werthes von (abcd) beriicksichtigt. (Will
man von dem Vorzeichen absehen, so wiirde durch die vorige Gleichung

das Verhiltniss %% nur seinem absoluten Werthe nach gegeben sein,

und die Lage des Punktes d wiire dann zweideutig; ob aber b zwischen

ab oder ausserhalb ab liegt, entscheidet alsdann die Uebereinstimmung
des Drehungssinnes mit dem Richtungssinn in beiden projectivischen
Gebilden, und diese gestattet nur eine Lage von b; siehe § 4.) Dem-
nach gehort zu jedem Strahle d nur ein einziger entsprechender Punkt
b und auch umgekehrt; lassen wir den Strahl d das ganze Strahl-
biischel durchstreifen, so wird der entsprechende Punkt die ganze
Punktreihe durchlaufen. Wir konnen also den allgemeinen Satz aus-
sprechen:

Simmtliche Paare entsprechender Elemente zweicr projectivischer Ge-
bilde (eines Strahibiischels und einer Punktreihe) sind vollstindig bestimmi
durch drei Paare entsprechender Elemente, welche willkithrlich angenommen
werden kimmen; zu jedem vierten Flement des einen Gebildes kann das
entsprechende FElement des andern aus der Gleichheit der Doppelverhdilinisse

(abex) = (abey)

unzweideutiy ermittelt werden und die beiden Gebilde lassen sich dadwrch,
wenn sie in beliebiger (allgemeiner) Lage sich befinden, in ilwe wurspriing-
liche perspectivische Lage zuriickbringen.

Wir werden bald Constructionen ermitteln, um entsprechende
Elemente bei allgemeiner Lage der Gebilde allein mittels des Lineals
zu erhalten. (Siche Ende des §.)

Die beiden im Anfange dieses §. ausgesprochenen Sitze lassen
sich in dem Sinne erweitern, dass man an Stelle von vier Strahlen
und vier Punkten das ganze Strahlbiischel und die ganze Punktreihe
treten lisst und an Stelle der Gleichheit der Doppelverhiiltnisse die
durch dieselbe gegebene projectivische Beziehung entsprechender Ele-
mente zweier Gebilde.

Wir sagen, zwei Punktreihen abeb...x... und a,b¢,d, ... % ...
befinden sich in perspectivischer Lage, wenn sie sich in demselben
Strahlbiischel B befinden, d. h. die Verbindungslinien entsprechender
Punkte aa,, bb, ...ry simmtlich durch einen Punkt B laufen
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(Fig.T); dexr Punkt B heisst dabei Projectionspunkt, die simmtlichen Strahlen
an,, bb,, cc, ... Projectionsstrahlen, diejenigen Punkte, welche auf dem-
selben Projectionsstrahle liegen, entsprechende Punkte. Diese Beziehung
entsprechender Punkte der beiden Punktreihen s
ist demselben Gesetze unterworfen, wie die
frither betrachtete Beziehung zwischen Strahl-
biischel und Punktreihe, derart, dass fiir irgend
vier Paare entsprechender Elemente die Gleich-
heit der Doppelverhiiltnisse stattfindet:
(.abcE) = (a,0,¢,%,)
nach §. 10, 7).

Diese Beziehung bleibt also bestehen,
auch wenn die perspectivische Lage aufge-
hoben wird, und heisst fiir die allgemeine Lage der beiden
Punktreihen die projectivische Beziehung derselben, oder die Gebilde
selbst heissen projectivisch. Der vorhin fiir Strahlbiischel und Punktreihe
ausgesprochene allgemeine Satz gilt jetzt in ganz gleicher Weise -
fiir zwel projectivische Punktreihen. Anderseits sagen wir, zwei
Strahlbiischel abed...x.... wnd o,b¢d, ... 2 ... befinden sich in
perspectivischer Lage, wenn ihre Strahlen durch die Punkte derselben
Punktreihe gehen oder die Schnittpunkte entsprechender Strahlen (aal)
(bb,) (cc,) .. (xx,) auf derselben Geraden
A liegen (Fig. 8); diese Gerade heisst als-
dann der perspectivische Durchschwitt der
beiden Strahlbiischel, und immer zwei solche
Strahlen heissen entsprechende, welche durch
denselben Punkt des perspectivischen Durch- —
schnitts = gehen.  Diese Bezichung ent-
sprechender Strahlen der beiden Strahl- -
biischel auf einander ist demselben Ge-
setze unterworfen, wie die frither untersuchte Beziehung zwischen
Strahlbiischel und Punktreihe, derart, dass fiir irgend vier Paare ent-
sprechender Elemente die Gleichheit der Doppelverh#ltnisse:

(aber) = (abyoy,)
stattfindet (nach §. 10, 2); sie bleibt also bestehen, auch wenn die
perspectivische Lage aufgehoben wird, und heisst ebenfalls fiir die
allgemeine Lage zweier Strahlbiischel projectivische Beziehung derselben,
oder die Gebilde selbst heissen projectivisch. Der vorhin fiir Strahl-
biischel und Punktreihe ausgesprochene allgemeine Satz gilt jetat
in ganz gleicher Weise fiir zwei projectivische Strahlbiischel.

Fig. 8.
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Wir haben hiedurch eine eindeutige gegenseitige Abhingigkeit
der Elemente zweier Gebilde, migen diese 1) Strahlbiischel und Punkt-
reihe oder 2) zwei Punktreihen oder 3) zwei Strahlbiischel sein, aus
der perspectivischen Lage derselben abgeleitet und durch die Gleich-
heit der Doppelverhiltnisse zwischen irgend vier entsprechenden Ele-
mentenpaaren unabhiingig von der perspectivischen Lage ausgedriickt,
so dass wir auch umgekehrt schliessen ktnnen:

Wenn die Elemente zweier Gebilde in der Weise einander entsprechen,
dass zwischen irgend vieren des einen Gebildes und den entsprechenden
des andern die Gleichheit der Doppelverhdlinisse stattfindet, zugleich aber
avch Uebereinstimmung des Drehungssinnes und (oder) Richtungssinnes
(§. 4) herrscht, dann sind die beiden Gebilde projectivisch d. h. kinnen
in perspectivische Lage gebracht werden.

Hieraus folgt ein allgemeiner sehr hiiufig zur Anwendung kommen-
der Satz:

Wenn eine belicbige Anzahl von Gebilden (Punkireihen oder Strahl-
" Dbiischel) in der Verbindung mit einander steht, dass das erste mit dem
aweiten, das zweite wit dem dritten, das dritte mit dem vierten w. s. [.
das vorletzte mit dem letsten projectivisch ist, so ist auch das letzte mit
dem ersten projectivisch.

_Wir kinnen hievon eine niitzliche Anwendung machen zur Con-
struction entsprechender Elemente bei zwei projectivischen Gebilden,

Fig. 9. deren Beziehung durch drei willkiirlich ge-
< \ / withlte Elementenpaare bestimmt wird:
b4 a) Sind auf zwei Geraden A, drei

Paare von Punkten abc und a,b,¢, willkiirlich
gegeben und sollen diese entsprechende
Punktenpaare zweier projectivischen Punkt-
reihen A, sein, so ist durch sie die
ganze projectivische Beziehung vollstindig
bestimmt, und es kinnen beliebig viele an-
dere Paare entsprechender Punkte allein mittels des Lineals in
folgender Weise construirt werden: Man ziehe aq, und nehme in
diesem Strahl zwei beliebige Punkte B und B, an (Fig. 9), dann
treffen sich Bb und B,b, in B, ferner B¢ und B¢, in p; man ziehe
By und verbinde irgend einen Punkt £ dieser Linie einmal mit B und
das andere Mal mit B,; wo diese Strahlen 2 und U, treffen, hat man
allemal zwei entsprechende Punkte yr und 3, der beiden Punktreihen;
bewegt man § auf der Geraden gy, so erhilt man dadurch simmtliche
Paare entsprechender Punkte. Die Richtigkeit dieser Construction ist
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mit Hiilfe des vorigen Satzes evident, denn bezeichnen wir noch den
Schnittpunkt von gy mit aa, durch &, so ist die Punktreihe abcy
projectivisch mit der Punktreihe ¢fiy§, weil beide perspectivisch liegen
(im Strahlbiischel B), ferner «fy& projectivisch mit a,b,¢,x,, weil
beide perspectivisch liegen (im Strahlbiischel B,), folglich auch abeg
projectivisch mit a, b, ¢z, w. z b, w.

Zuweite Construction. (Fig. 10)) Man nehme in dem Strahle aq,
einen beliebigen Punkt B an und ziche durch g 10,
a, eine beliebige Gerade, welche von Bb und
Bc resp. in  und p getroffen wird; dann
mogen sich b, und p¢;, in B, treffen; ver-
bindet man irgend einen Punkt p der ersten
Punktreihe mit 5 und trifft By in £ die
Gerade By, so wird B¢ die zweite Punkt-
reihe in dem gesuchten entsprechenden Punkte
r, treffen.

Dritte Construction. Man nehme zwei
willkiirliche Punkte B und B, an und bestimme den Schnittpunkt:

(‘Baﬂ ‘Blal) =y
ziehe durch & zwei beliebige Gerade € und €, und bezeichne die
Schnittpunkte auf denselben:
(BY, 8).=8; (Bb,, &) =04;
(BCJ_ 8)=p; (B, L) A

endlich bestimme man den Schnittpunkt:

(ﬁ?: ﬁl?l) =0

dann wird irgend ein Strahl durch O die Geraden £ und £, in & und
§ treffen; BE und B & schneiden aber auf den gegebenen Trigern
allemal zwei entsprechende Punkte ¢ und g, aus. :

b) Sind durch die Mittelpunkte B und B, drei Strahlenpaare abe
und a,b,'e, willkiirlich gezogen, und sollen dieselben entsprechende
Strahlen zweier projectivischer Strahlbiischel B und B, sein, so ist
durch sie die ganze projectivische Beziehung “vollkommen bestimmt,
und es konnen beliebig viele andere Paare entsprechender Strahlen
allein mittels des Lineals in folgender Weise construirt werden: Durch
den Schnittpunkt (a, a,) ziehe man zwei beliehige Gerade ¥ und U,
und bestimme die Schnittpunkte (Ab) = b, (Ae) = ¢, (A b,) = b,
(Wye,) =5 (bby, c;) = 0. Jeder durch O gehende Strahl trifft A
und %, in zwei solchen Punkten p und p,, dass dieselben mit B und
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B, verbunden zwei entsprechende Strahlen zz, der beiden Strahl-
biischel liefern und wir erhalten durch die Drehung der Geraden um
O die simmtlichen Paare entsprechender Strahlen. Der Nachweis der
Richtigkeit dieser Construction sowie die Uebertragung der anderen
im vorigen Falle a) angegebenen Constructionen wird fiir den Leser
ohne Schwierigkeit sein.

¢) Sind drei Strahlen abc eines Strahlbiischels B und drei Punkte
a,5,¢, einer Geraden A, willkiirlich gegeben und sollen diese entsprechende
Elemente zweier projectivischen Gebilde- B, %, sein, so ist durch sie
die ganze projectivische Beziehung vollstindig bestimmt und es konnen
beliebig viele andere Paare entsprechender Flemente allein mittels des
Lineals in doppelter Weise construirt werden: entweder man schneide
das Strahlbiischel B durch eine beliebige Transversale, wodurch man
drei Schnittpunkte abc auf derselben erhiilt, suche nach a) zu abc
und a, b, ¢, beliebig viele Elementenpaare rr, und ziehe By, dann ist
dieses der jedesmal entsprechende Strahl zu r;; oder man verbinde
einen beliebigen Punkt B, mit a,b,¢, durch drei Strahlen a,b,¢,, suche
nach b) zu abe und a,b, ¢, beliebig viele Paare entsprechender Strahlen
xx,; der Schnittpunkt von z; mit 2, liefert denjenigen Punkt g,
welcher dem Strahle 2 entsprechend ist.

§. 1. Bedingung fir die perspectivische Lage zweier projectivischer
Gebilde.

Zwei projectivische Gebilde: ein Strahlbiischel und eine Punkt-
reihe befinden sich dann in perspectivischer Lage, wenn jeder Strahl
des Strahlbiischels durch den ihm entsprechenden Punkt der Punkt-
reihe geht (§ 2) oder jeder Punkt der Punktreihe auf dem ihm ent-
sprechenden Strahl des Strahlbiischels liegt. Dies ist der Fall
fiir jedes FElementenpaar, sobald es nur fiir irgend drei Paare ent-
sprechender Elemente stattfindet, weil durch diese drei Paare die
ganze projectivische Beziehung bestimmt wird. Hat man daher ein
Strahlbiischel und eine mit ihm projectivische Punktreihe in irgend
welcher Lage, so diirfte es hochstens zweimal vorkommen, dass
Strahlen durch die ihnen entsprechenden Punkte gehen; denn kiime
es dreimal vor, so miissten simmtliche Strahlen durch die ihnen
entsprechenden Punkte gehen und die beiden Gebilde ligen perspec-
tivisch. '

Zwei projectivische Punktreihen befinden sich in perspectivischer
Lage, wenn die Verbindungsstrahlen simmtlicher Paare entsprechender
Punkte (Projectionsstrahlen) durch einen und denselben Punkt (Pro-
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jeetionspunkt) gehen (§. 10); dies wird auch hier fiir simmtliche Paare
der Fall sein, sobald es fiir irgend drei Paare stattfindet, weil durch
drei Paare die ganze projectivische Beziehung bestimmt ist. Der-
jenige Projectionsstrahl, welcher bei der perspectivischen Lage der
beiden Punktreihen nach dem Schnittpunkte ihrer Triger hingeht,
trifft sie in zwei zusammenliegenden, im Schnittpunkte vereinigten
Punkten, welche entsprechende Punkte sind; umgekehrt: wenn im
Schmttpunkte der Triiger beider Punktreihen zwei entsprechende Punkte
vereinigh sind, so wird der sie verbindende Projectionsstrahl seiner
Richtung nach unbestimmt oder kann jede Gerade sein, die durch
diesen Schnittpunkt geht; suchen wir daher den Schnittpunkt zweier
beliebiger anderer Projectionsstrahlen auf und verbinden ihn mit dem
Schnittpunkte der Triiger, so kimmen wir sagen, dass durch ihn drei
Projectionsstrahlen gehen, dass also die heiden Punktreihen perspecti-
visch liegen; wir konnen daher fiir die perspectivische Lage zweier
Punktreihen folgende einfachere Bedingung setzen:

I. Wenn zwei projectivische Punkireihen so liegen, dass in dem
Seclmittpunkte ihrer Triger zwei entsprechende Punkte vereinigt sind, so
befinden sie sich in perspectivischer Lage, d. h. die Verbindungslinien
siimmtlicher Paare entsprechender Punkte laufen durch einen Punlkt.

In gleicher Weise verhilt es sich mit der perspectivischen Lage
zweier projectivischer Strahlbiischel; dieselbe findet dann statt, wenn
die Schnittpunkte siimmtlicher Paare entsprechender Strahlen auf der-
selben Geraden liegen, und dies ist der Fall, sobald drei von diesen
Schnittpunkten in einer Geraden liegen; diese Bedingung wird aber
dadurch erfiillt, dass auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte zwei
entsprechende Strahlen zusammenfallen, weil deren Schnittpunkt jeder
beliebige ihrer Punkte sein kann; die Verbindungslinie der Schnittpunkte
zweier beliebiger anderer Strahlenpaare enthiilt dann also drei solcher
Punkte und die Gebilde liegen somit perspectivisch; also:

II. Wenn zwei projectivische Strahlbiischel so liegen, dass in der Ver-
bindungslinie ihrer Mittelpunlite zwei entsprechende Strahlen vereinigt sind,
so befinden sie sich in perspectivischer Lage, d. h. dic Schmittpunkte
simmilicher Paare entsprechender Strahlen licgen auf einer Geraden.

Diese beiden Siitze werden in der Folge die hiufigste Anwendung
finden; beispielsweise wollen wir einen geometrischen Satz aus ihnen
ableiten:

Werden zwei Gerade, die sich in & treffen, von drei durch einen
Punkt B gehenden Strahlen in den Punkten aby und «,b,p, getroffen
(Fig. 11), und nehmen wir auf yp, zwei beliebige Punkte c¢, an, so
werden, weil die Punkte ¢aby und e, b,p, perspectivisch liegen, wenn
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wir ¢ mit den ersteren und ¢, mit den letzteren verbinden, in ¢ und
¢, zwel projectivische Strahlbiischel von je vier Strahlen entstehen;
diese haben aber, weil ¢y und ¢y, in
ce, vereinigt sind, nothwendig per-
spectivische Lage (II), mithin liegen die
drei Schnittpunkte (ca, ¢,a,) (cb, ¢,b,)
und « oder (ab, a,b,) in einer Geraden
At

Wenn zwei Dreiecke abe und a,b,e,
so liegen, dass die Verbindungslinien ilhrer
 Ecken aa,, bb,, cc, durch einen Punkt
laufen, dann liegen die Schnittpunkte threr
correspondirenden Seiten :

(ab, a,b,) (be, be) (ca, ¢ a,)

Fig. 11.

auf einer Geraden.

Der in derselben Weise abzuleitende gegeniiberstehende Satz ist zu-
gleich der umgekehrte von diesem:

Wenn zweir Dreiecke abe wnd a,byc, so liegen, dass die drei Schwitt-
punkte ilwer Seiten (ab, a,b,) (be, bye,) und (ca, ¢,a,) auf einer Geraden
sich finden, so laufen die Verbindungslinien ilrer correspondférendeu Licken
aa,, bb,, ce, durch einen Punkt®).

Denkt man sich noch ein drittes Dreieck a,b,c, so gelegen (per-
spectivisch), dass aa,a@,, bbb,, cc,c, in je einer durch den Punkt B
gehenden Geraden liegen, so kommt der vorige Satz dreimal zur
Anwendung und die Schnittpunkte correspondirender Seitenpaare liegen
“dreimal zu je dreien auf einer Geraden; diese drei Geraden laufen
wieder durch einen Punkt; bezeichnen wir nimlich diese Schnittpunkte
in mehr symmetrischer Weise:

e, byey) =ea (e, be) =, (be, bie) =

(C1ay, Ga) =B (yay, ca) =P, (ca, ,a,) = f,

(@by; b)) =79 (ayby, ab) =y, (ad, ab) =17,,
so liegen nach dem vorigen Satze sowohl «fy als auch «,f,p, und
o, f,7, In je einer Geraden; fassen wir nun die beiden Dreiecke e, e,
und ff,f, auf, so ergiebt sich aus dem Schema, dass

o ¢, identisch ist mit b,¢, | § B, identisch mit ¢,a,

o, o, - - - be | Bips - - co

o ' - - e | BB 5 e

*) Die hieran sich kniipfende Frage ,,0b zwei Dreiecke gleichzeitig auf mehr
als eine Art perspectivisch liegen kimnen® ist von Rosanes und Schriter in den
Math. Annalen Bd. II. 8. 549 u. 553 beantwortet worden.
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folglich der Schnittpunkt:

(@ e, B B,) identisch mit ¢, ,
(e, 05, B1B:) = SRR O
(az‘xrﬁzﬁ)l c A lG s

Da nun ce ¢, in einer Geraden liegen, so miissen nach dem vorigen
Satze af, « B, ayp, sich in einem Punkte trgﬂ'en. Wir haben daher
folgenden Satz:

Wenn ouf drei durch einen Punkt O gehenden Strahlen die Iicken
von drei Dreiecken abe, a,bie,, a,bye, so gelegen sich wvorfinden, dass
aa ay, bbby, cce, in je eimem Strahle liegen, dann werden von den
Schwittpunkten corvespondivender Seiten:

(biey, byey) =@ (byey, be) =@, (be, byo) = o

(aa, aa) = (6o, ca)=4p (ca,ca)=24,

(b, ashy) =y (ayby, ab) =, (ad, a,b) = p,
die Punfte: afy, e pip1, By, in je einer Geraden liegen und diese
drer Geraden durch einen Punkt @ laufen.

Diese Figur liefert ein eigenthiimliches Arrangement von 15
Geraden und 20 Punkten in der Art, dass immer 4 von den 20 Punkten
auf einer der 15 Geraden liegen und immer drei von den 15 Geraden
durch einen der 20 Punkte laufen. Die 20 Punkte entsprechen sich
ferner paarweise in der Art, dass, wenn man von irgend einem aus-
geht, die drei durch ihn gehenden Geraden und die auf letzteren
gelegenen Ecken dreier Dreiecke aufsucht, die angegebene Construe-
tion zn einem bestimmten anderen Punkte des Systems fiihrt, ebenso
wie man von O zu @ gelangt.*) (Siehe die Figur am Ende von §. 28).

§. 12. Besondere Elemente bei zwei projectivischen‘Punktreihen.
Doppeltes System entsprechender gleicher Strecken.

Unter allen Paaren entsprechender Punkte bei zwei projectivischen
Punktreihen giebt es einige von besonderer Eigenthiimlichkeit, welche
ihrer Bedeutung wegen niither untersucht werden sollen; bei jeder
Geraden ist der unendlich entfernte Punkt von besonderem Interesse,
weil er seine Kigenthiimlichkeit nicht verliert, wenn die Gerade
irgendwie ihre Lage veriindert (§. 3). Nennen wir bei zwei projecti-
vischen Punktreihen 2, den unendlich entfernten Punkt der einen q*,
den der andern v;”, so werden die ihnen entsprechenden Punkte g, und

*) Auf diese Figur hat zuerst Hesse (im Crelleschen Journal fiir reine und an-
gewandte Mathematik Bd. 41 Seite 270) aufmerksam gemacht und gezeigt, dass
dieselbe bei der Steinerschen Erweiterung des Pascalschen Satzes auftritt (§. 28).
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t im Allgemeinen eine bestimmte Lage im Endlichen haben. Denken
wir uns die beiden Punktreihen in perspectivische Lage gebracht, wo-
durch die unendlich entfernten Punkte sich nicht iindern, und sei
B der Projectionspunkt fiir ,die perspectivische Lage (Fig. 12), so

treffen die durch B zu den

» b Trigern der bheiden Punkt-

» reihen gezogenen Parallelen

B jene in den beiden Punkten

L L r und g, Die durch diese

[ g e e Buchstaben t, g, sanctionir-

heissen daher die Durch-
schwittspunlkte der Parallel-
: strahlen und sind nichts an-
deres, als die den wnendlich entfernten Punkten entsprechenden Punlite; sie
bleiben unveriindert, wenn die perspectivische Lage aufgehoben wird,
weil die unendlich entfernten Punkte q* und r{ selbst sich nicht iindern.

Es konnte scheinen, als ob das bei der perspectivischen Lage in
dem Schnittpunkt der beiden Triiger vereinigte Paar ee, ein aus-
gezeichnetes Paar entsprechender Punkte wiire; dies ist aber nicht der
Fall, weil es seine Eigenthiimlichkeit mit der Aufhebung der perspec-
tivischen Lage verliert und jedes andere Paar entsprechender Punkte ver-
einigt ebenfalls perspectivische Lage hervorruft. Nehmen wir irgend
zwei Paare entsprechender Punkte rz, und Yy, und die besonderen
Paare v17, q”q,, so ist wegen der Gleichheit der Doppelverhiltnisse:

(xyrq”™) = (&, 9,r7q)
rr, e _ Ln®, ha,

e T R R S

(4
AH %/ 4Bt * ten ausgezeichneten Punkte
/

9%

da nun ¢ der unendlich-entfernte Punkt der ersten Geraden ist und
allgemein

g __ Y 1
hq th+ i

so wird fiir g =q”; yq° = oo und

f‘)—g; = 1, ebenso %It; =1,
mithin
T %G
9T Lq’
oder

TE- QL =T1Y -Gl
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halten wir also ein Paar yy, fest und verindern das andere Paar i,
80 bleibt dieses Rechteck constant:

Ty - q, ¢, = const.,

und wir sehen das ganze System entsprechender Punkte vermittelst
der Durchschnittspunkte der Parallelstrahlen durch eine viel einfachere
Relation mit einander verbunden, als es die Gleichheit der Doppel-
verhiiltnisse war, denn es gilt der Satz:

Bei zwei projectivischen Punltreihen ist das Rechteck aus den Ab-
stiinden irgend eines Paares entsprechender Punkte von den Durchschwitts-
punkten der Parallelstrahlen wnverinderlich.

Dieses constante Rechteck soll ,,Potenz der projectivischen Beziehung®
genannt werden. :

Sobald man also zu irgend einem Punkte r den entsprechenden
Punkt p;, bestimmen will, wird man nur ndthig haben, die andere
Seite eines Rechtecks, dessen eine vy ist und dessen Inhalt durch die
Potenz derprojectivischen Beziehung gegeben ist, zu ermitteln und dieselbe
von (, auf die andere Gerade = q,1, abzutragen; es entsteht dabei aber
noch die Zweideutigkeit, ob diese Strecke nach der einen oder andern
Seite hin abzutragen sei oder welcher von den beiden so erhaltenen
Endpunkten der wirklich dem p entsprechendé Punkt p, sein wird.
Diese Zweideutigkeit wird gehoben durch die Nothwendigkeit der
Uebereinstimmung des Richtungssinnes bei zwei projectivischen Punkt-
reihen. Die Punkte t und gq, theilen néimlich jeder seinen Triger
in zwei unendlich lange Hilften, welche einzeln einander entsprechen;
dies erkennen wir, indem wir von der perspectivischen Lage ausgehend
um den Projectionspunkt B einen ver- e
inderlichen Strahl drehen, welcher ™
immer zwei entsprechende Punkte auf

den beiden Trigern fixirt (Fig. 13); Z
wihrend also 1 die eine Hilfte A Ay

von t bis q° durchliutt, muss g, _—'—A_"‘q v
eine bestimmte Hiilfte 9, des zweiten e B
Trigers von 17 his g, durchlaufen,

und wenn ¢ die zweite Hilfte B von q” his

v durchliuft, wird r, die andere entsprechende Hilfte von g, bis t{° durch

laufen; diese Hilften entsprechen einander so, dass Punkte, die auf der

Hiilfte 2 liegen, ihre entsprechenden nur auf der Hilfte 2, haben (nicht auf
- der andern), und Punkte, die auf der Hiilfte ¥ liegen, ihre entsprechen-

den nur auf B, haben. Die vorhin aufgetretene Zweideutigkeit ist

dadurch gehoben, und es bleibt nur noch zu bestimmen, wie die ent-
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sprechenden Hiilften aus der gegebenen projectivischen Beziehung zu
ermitteln sind bei nicht perspectivischer Lage. Die ganze Beziehung
ist bestimmt, sobald rq, und irgend ein Paar entsprechender Punkte
rr; gegeben sind, denn diese vertreten in der That drei Paare ent-
sprechender Punkte vtf, 0 q,, L, die zur Bestimmung der projectivischen
Beziehung erforderlich sind (§. 10); verfolgen wir nun den unzwei-
deutig bestimmten Richtungssinn (§. 4) von v durch p nach q* und
nennen diese Hiilfte 2, so ist dadurch der Richtungssinn von 17 durch
r; nach g, unzweideutig mithestimmt, also die entsprechende Hiilfte
A, gefunden; die beiden andern Hiilften sind daun natiirlich auch ent-
sprechende B und B,; oder kiirzer, diejenigen Hiilften, auf welchen
das eine gegebene Paar ry, liegt, sind entsprechende.

Das Rechteck mit constantem Inhalt und verfinderlichen Seiten
kann insbesondere ein Quadrat werden, und die Seite dieses Quadrates,
auf die entsprechenden Hilften von r und von q, aus aufgetragen,
liefert zwei besondere Punktenpaare, welche wir Pofenzpunkfe nennen
und durch die Buchstaben

g und g;, h und b
(Fig. 12) bezeichnen wollen; es ist also:

tg = 0,8, = hr="5,q,,

- quk = (19)" = (+h)*.
Selbstverstiindlich behalten die Potenzpunkte gg, und 5§, ihre Eigen-
thiimlichkeit bei Aufhebung der perspectivischen Lage und sind daher
ebenso wie v und q, ausgezeichnete Elemente; ihre Construetion ist
in elementarer Weise mittels eines Kreises leicht zu bewerkstelligen.
Aus der Eigenschaft des constanten Rechtecks ergiebt sich fiir

irgend zwei Paare entsprechender Punkte:

YL 0L =1 QY
die Proportion: "

BE o il

al £ _ o,
th G L

oder - =
) g’

woraus durch Hinzufiigung von 1 auf beiden Seiten folgt:

F

By L0 0

und dies fiihrt zu einem bemerkenswerthen Verhalten von Paaren ent-
sprechender Punkte. Xs lassen sich nimlich hiernach gleiche ent- .
sprechende Strecken auf den Triigern der beiden Punktreihen finden;
in der That, damit ry = b, sei, ist es nur nothwendig, dass
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: TL = DGy,
also auch
) =1
sei, d. h. wenn wir eine Strecke von beliebhiger Grisse von t aus
abtragen — ry und dieselbe Strecke von q, aus auf dem zweiten
Triger = q,Y,, alsdann zu ¢ und Yy, die entsprechenden Punkte y, und
1) bestimmen, so ist die Strecke :

By =nb -
Wegen der willkiirlichen Grisse der Strecke ry und in Folge der Zwei-
deutigkeit, vermdge deren dieselbe Strecke nach entgegengesetzten
Richtungen hin abgetragen werden kann, erhalten wir auf den beiden
projectivischen Punktreihen ein doppeltes System entsprechender gleicher
Strecken; tragen wir nimlich eine Strecke von beliebiger Linge aunf
_die erste Gerade von t aus nach beiden Seiten hin auf:
ar =1bh
und dieselbe Strecke auf die zweite Gerade von g, aus:
€0 = ;0 =ra = br,
und bestimmen die vier entsprechenden Punkte a,b,¢d, so ist nicht nur:
ac=ac
1k g M | .
Vi dis S

sondern auch:

EC = clﬁl
2) {ab =b,q,.
Fig. 14. L~

Weil nimlich (¢,d,q,17)=—1, dies also vier harmonische Punkte
sind, da g, die Mitte von ¢,d, und v im Unendlichen ist (§. 8), so
muss auch (¢dgq”r) = — 1, also, da q* im Unendlichen liegt, v die

Mitte von cb sein; aus gleichem Grunde ist g, die Mitte von a,b,;
wir haben nun: .
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co=Dbd =89,
ar =b,q
tb =05 folglich
¢bi—+hc
und auf gleiche Weise:
' ba =a,,,

und verindern wir die willkiirlich angenommene Liinge va, so er-
halten wir das ganze doppelte System entsprechender gleicher Strecken.
‘Fassen wir das gewonnene Resultat zusammen:

Bei zwei projectivischen Punktreihen gicbt es mwer Systeme von Paaren
entsprechender gleicher Strecken; jedes Paar des einen Systems hat seine
beiden Endpunkte auf denselben entsprechenden Hiilften der beiden Triiger
(schliesst also die Punkte v und o, aus); die Potenzpunkte § und g,
représentiven zwei gleiche entsprechende Strecken von dem Werthe 0, ebenso
§ wund B,; die Strecken vq™ und v7q, haben den Werth oo; dic ent-
sprechenden gleichen Strecken dieses Systems nehmen also alle Werthe von
0 bis oo an; jedes Paar des andern Systems hat dogegen seine beiden
Tindpunkte auf entgegengeselzten. Hiilften der beiden Triger (schliesst also
die Punlte v und q, ein), und die entsprechenden Strecken dieses Systems
nehmen wwr Werthe an zwischen gf) = 0,9, und tq* = q,17 = .
Jeder Punkt einer Punktreihe ist ein Endpunkt fiir - zwer Paare ent-
sprechender gleicher Strecken, deren eines dem einen, das andere dem andern
Systeme angehirt, und deren Construction oben angegeben ist.

‘Wir werden spiter eine wichtige Anwendung hiervon zu machen

haben (§. 16).

§. 13. Besondere Elemente bei zwei projectivischen Strahlbiischeln.
Doppeltes System entsprechender gleicher Winkel.

Unter den unendlich vielen Paaren entsprechender Strahlen bei
zwei projectivischen Strahlbiischeln giebt es einige von besonderem
Interesse und von #hnlicher Bedeutung, wie bei zwei projectivischen
Punktreihen die Punkte vty, q”q,, gg, und Hb, (§ 12); das ganze
Doppelsystem entsprechender gleicher Strecken findet sich hier wieder
als System entsprechender gleicher Winkel, und so wie dort die unend-
lichen Strecken vq” und v°q, von besonderer Wichtigkeit sind, so sind
es hier. die Schenkel entsprechender vechter Winkel; denken wir uns
nimlich die beiden projectivischen Strahlbiischel BB, in perspecti-
vische Lage gebracht, so giebt es im Allgemeinen in dem ersten
Strahlbiischel nur zwei besondere zu einander rechtwinklige Strahlen
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s, t von soleher Beschaffenheit, dass die entsprechenden Strahlen st
auch zu einander rechtwinklig sind; diese heissen die Schenkel der
entsprechenden rechten Winkel und konnen bei der perspectivischen
Lage so ermittelt werden, dass wir uns einen Kreis durch B und B,
gelegt denken, welcher auf dem perspectivischen Durchschnitt der beiden
Strahlbiischel seinen Durchmesser hat, dessen Mittelpunkt also der Punkt
sein wiirde, in welchem die in der Mitte von BB, auf dieser Ver-
bindungslinie errichtete Senkrechte den perspectivischen Durchschnitt
trifft; es giebt daher im Allgemeinen nur einen solchen Kreis (ausser
wenn der perspectivische Durchschnitt selbst in der Mitte von BB,
auf dieser Verbindungslinie senkrecht stiinde). Dieser Kreis trifft den
perspectivischen Durchschnitt in zwei Punkten 8 und f, welche mit
B und B, verbunden diese besonderen Strahlenpaare ss, und #¢, liefern
(Fig. 15). Da diese Eigenschaft der besonderen Paare ss, und ¢,

Fig. 15.

unabhiingig von der perspectivischen Lage ist, so giebt es auch bei
zwei projectivischen Strahlbiischeln in allgemeiner Lage nur ein Paar
entsprechender rechter® Winkel, deren Schenkel eben durch die Buch-
staben st und s,¢, bezeichnet werden.

Um noch zu zeigen, dass in der That, wie auch die perspecti-
vische Lage herbeigefiihrt werde, immer nur dieselben entsprechenden
rechtwinkligen Strahlenpaare st und s,#, aus der Construction hervor-
gehen, weisen wir direct nach, dass solche Paare nur eimmal vor-
kommen konnen; denn triiten zu den Paaren:

st und s,#
noch zwei andere Paare:
uv und v,

von gleicher Beschaffenheit, so dass nimlich die Winkel:
(58) = (si%) = (wv) = (wv,) = 90°

wiren, so wiirde aus der Projectivitit der Gebilde die Gleichheit der
Doppelverhiiltnisse folgen: 5

(stuv) == (s, t,u,0,),
Steiner, Vorlesungen IL. 2. Aufl, 3
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und hieraus wiirde mit Beriicksichtigung der- obigen Werthe weiter
folgen, dass auch die Winkel:

(su) = (s;%,) u. s. w.

sein miissten, d. h. die beiden projectivischen Strahlbiischel miissten
iiberhaupt gleich sein, was bei allgemeiner Annahme derselben nicht
der Fall ist.

Die rechtwinkligen entsprechenden Strahlenpaare st und s, ¢,
kommen also nur eimmal vor¥).

Nehmen wir irgend zwei Paare entsprechender Strahlen xz;, und
YY;, so wird sich wegen der besonderen Eigenthiimlichkeit der Schenlkel
entsprechender rechter Winkel die Gleichheit der Doppelverhiiltnisse

: (StWy) = (s, by, )
wesentlich vereinfachen:

sEiseySenty)  sin (5,40 80 (8,y,)

sin (tz) "sin (fy)  sin (f2,) " sin (&)
(sx) = (st) + (tx)=90° 4 (¢x)

tg (ty) __tg (ho) _ tg(s2) _ tg(sz)
tg (tx)  tg(hz)  tg(s,y)  tg(sy)’

also:
tg (tz) . tg (s,2,) = tg (ty) - tg (s,9) -
Hieraus folgt, dass, wenn wir das Paar yy, festhalten und das andere

Paar entsprechender Strahlen der projectivischen Beziehung gemiiss
veriindern, das Product der Tangenten constant bleibt:

tg (tz) . tg (s,2,) = const.

d. h. ber zwei projectivischen Strahlbiischeln ist das Product aus den Tan-
genten derjenigen Winkel, welche irgend zwei enisprechende Strahlen mit
den ungleichnanagen Schenkeln der entsprechenden rechten Winkel (ts,
oder auch st,) bilden, von unverinderlichem. Werthe. Dieser Werth ist

*) Die Construction der Schenkel entsprechender rechter Winkel Lisst sich
auch ohne Zuhiilfenahme der perspectivischen Lage bewerkstelligen. Ihr Beweis
folgt allerdings erst aus spiiteren Betrachtungen. Sie lautet so:

In dem Strahlbiischel B ziehe man Paare rechtwinkliger Strahlen ¢ und w,
b und f§ etc., die entsprechenden Strahlen im Strahlbiischel B, seien @, und «,,
b, und f, ete.; sie werden im Allgemeinen nicht rechtwinklige Paare sein; legt
man aber durch B, einen Kreis (m), so schneiden diese Strahlenpaare Sehnen im
Kreise aus, welche simmtlich durch einen festen Punkt o laufen; die Sehne om
(ein Durchmesser des Kreises) trifft ihn in zwei solchen Punkten, welche mit B,
verbunden das gesuchte Paar s, ¢, liefern, dessen entsprechende Strahlen im Strahl-
biischel B, st sind, die ebenfalls auf einander senkrecht stehen.

-
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m dem einen Falle der reciproke von dem im andern Falle, weil
tg (12) . tg (s,2) =

Durch dieses constante Product (die Pofenz der projectivischen Beziehung),
welches an Stelle der Gleichheit der Doppelverhiiltnisse tritt, wird mit
Hiilfe der Schenkel der entsprechenden rechten Winkel eine einfachere Re-
lation zwischen entsprechenden Strahlen der beiden projectivischen Strahl-
biischel hergestellt, und es liesse sich leicht eine einfache Construction
entsprechender Strahlen daraus ableiten, wenn man noch die Ueberein-
stimmung des Drehungssinnes berticksichtigte. Ohne hierauf nither einzu- *
gehen, bemerken wir nur noch, dass, wenn die Factoren des einen sowohl
wie des andern constanten Productes einander gleich werden, das Product
in ein Quadrat tibergeht; es giebt aber zwei besondere Strahlenpaare:

1

EoE) B

g und g, , b und &,
fiir welche dieser Fall eintritt:
tg (tz) - tg (s,2,) = tg* (tg) = tg* (,9,)
= tg? (th) = tg® (s, ;)

Tiir diese besonderen Strahlenpaare, welche Potenzstrahlen heissen sollen,
wird:

(s9) = (tig,) = (hs) = (I t,)
(t9) = (8191) = (ht) = (Iys,) (Fig. 15).

Endlich giebt es auch bei zwei projectivischen Strahlbiischeln ein
doppeltes System wvon entsprechenden gleichen Winkeln, zu welchen uns
eine analoge Betrachtung wie in § 12 filhrt. Aus der allgemeinen
Relation folgt niimlich : :

tg (ty)  tg(m 8)

nnd hieraug 2825 +t8 Uy) _ te (ny6)) + 2 (8,9,)

tg(zt)  tg &u) tg (x1) ik tg (8:%1) >
also
1 — tg (xt) - tg (&3 1 —tg (x,8) tg (5,%)
tg (J’!})! _g_tg_(m_(_i}.} = tg (aﬂlyl)! gt;{sly,)g Y ]

_{'{g(xz?/l) :tg(slyl) i tg(xt) tg (ty) ;
iglry)  tg(zn) 1 1—tg (w;5,) - tg (3,9
Sollen nun zwei Strahlen zy des einen Strahlbiischels dieselben Winkel

einschliessen, als die entsprechenden 2,4, des andern, so muss die
linke Seite der letzten Gleichung 1 sein, d. h.

tg (s,9) — tg(@t). tg(ty) . tg (5,9,) = tg (w8) —tg (5,9,) . tg (7). 1g (3,5,),
woraus folgt, weil
a*
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( t%;(t?f) -t (s,9) = tg () . tg(‘ (33'7"1) ist,
tg (s,9,) = tg (wt) tg (sy) =tg(ah)
{tg (ty) = tg (ays;) Alep- il {tg (ty,) = tg (ws).

Hieraus ergiebt sich nun eine einfache Construction solcher Paare
von Strahlen und ihrer entsprechenden, welche gleiche Winkel ein-
schliessen; man trage, nachdem man die Schenkel der entsprechenden
rechten Winkel ss, 74 bestimmt hat, einen Winkel von beliebiger
Grisse an den Strahl s sowohl nach einer wie auch nach der andern
Drehrichtung hin an und erhélt dadurch zwei Strahlen ¢ und b; den-
" selben Winkel trage man zweitens an den Strahl # nach beiden
Seiten an und erhiilt dadurch ¢, und d;; sucht man alsdann die ent-
sprechenden Strahlen a,b,ed zu jenen vieren, so bilden folgende Paare
gleiche Winkel:

y (=@
(bd) = (bydy)
2) { (bC) = (C’lbl)

(ad) = (dya,).
Veriindert man die willkiirlich angenommene Grosse des anzutragenden
Winkels, so liefern 1) und 2) zwei Systeme von Paaren entsprechen-
der gleicher Winkel, deren eines die Eigenschaft hat, dass beide
Schenkel des einen Winkels und ebenso die beiden Schenkel des ent-
sprechenden gleichen Winkels innerhalb desselben Winkelraumes (s#)
und (s;4,) liegen; (st) und (s.f,) gehoren selbst diesem Systeme an;
ebenso (gg) und (g,9,), welche den Winkel O oder 180° repriisentiren,
auch (k) und (hh,), wihrend das andere System die Eigenschaft
hat, dass die beiden Schenkel eines Winkels und auch die des ent-
sprechenden gleichen Winkels durch die Strahlen s und #, anderseits
durch s, und #, getrennt werden; in diesem Systeme nimmt kein Paar
entsprechender gleicher Winkel den Werth O an, vielmehr schwanken
die Werthe zwischen

(gh) = (hyg,) und (st) = (#5,) = 90°-

Diese mit den im vorigen Paragraphen abgeleiteten vollstindig
analogen Resultate ausfithrlicher zu entwickeln, konnen wir um so
mehr unterlassen, als wir hier ein zweites sehr einfaches Mittel haben,
die beiden Systeme entsprechender gleicher Winkel anzuschauen. Denken
wir uns nimlich, was bekanntlich immer auf unendlich viele Arten
zuliissig ist (§. 11), die beiden projectivischen Strahlbiischel in per-
spectivische Lage gebracht, so kinnen wir auf dieselbe Weise, wie
wir die Schenkel entsprechender rechter Winkel bestimmt haben,
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iiberhaupt die Schenkel irgend eines Paares entsprechender gleicher
Winkel dadurch ermitteln, dass wir durch die Mittelpunkte BB, der
beiden Strahlbiischel irgend einen Kreis legen, welcher den perspecti-
vischen Durchschnitt in zwei Punkten ¢ und y trifft; aus der bekannten
Kigenschaft des Kreises, dass Peripheriewinkel auf gleichem Bogen
gleich sind, folgt, dass die von B und B, nach p und Y gezogenen
Strahlenpaare gleiche Winkel einschliessen:

(zy) = (2,9,) -

Veriindern wir den durch I? und B, gelegten Kreis, wodurch wir cin
Kreishiischel (simmtliche durch zwei Punkte gehende Kreise) erhalten,
so liefert dasselbe ein System von entsprechenden gleichen Winkeln,
aber nur eines der beiden Systeme. Das andere System wird aber
durch ein zweites Kreisbiischel bestimmt; denken wir nns nimlich aus
D ein Perpendikel auf den perspectivischen Durchschnitt gefillt und
um sich selbst bis B' verlingert, so dass

B' das Spiegelbild von B in Bezug auf i o

den perspectivischen Durchschnitt ist, so

wird irgend ein durch B' und B, gelegter :

Kreis den perspectivischen Durchschnitt in AN

zwel solchen Punkten y und Y treffen, dass yx

By und B'Y dieselben Winkel (oder Neben-  — T WSS

winkel) mit einander bilden, wie B, £ und B, 1); /4\_—»./ B

By und B'y bilden aber auch dieselben Y %

Winkel mit einander wie By und By, folg- N

lich ist der Winkel: yi "\_fl/
(v2) = (@3) (Fig. 16) \B&//\\

Wir erhalten also, indem wir durch B'B,
das ganze Kreisbiischel legen, das zweite
System entsprechender gleicher Winkel. - Es ist einleuchtend, dass,
wenn wir statt B, sein Spiegelbild B! in Bezug auf den perspecti-
vischen Durchschnitt nehmen, das durch B B} gelegte Kreishiischel das-
selbe System, das durch B'B", gelegte Kreisbiischel aber wieder das
erste System liefert. Das eine der beiden Kreishiischel, welche die
Systeme entsprechender gleicher Winkel liefern, hat allemal seine
~ beiden Schuittpunkte (B B,) auf derselben Seite vom perspectivischen
Durchschnitt, das andere (B' B, ) aber nothwendig auf entgegengesetzten
Seiten, so dass in dem einen Kreishiischel zwei (Jeicht zu ermittelnde)
Kreise sich vorfinden, welche den perspectivischen Durchschnitt be-
rithren, in dem andern aber keine solche Beriihrungskreise vorhanden
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sind. Die nach den Beriihrungspunkten hin gehenden entsprechenden
Strahlen sind ¢ und g,, h und h;; die ihnen zugehorigen gleichen
entsprechenden Winkel haben den Werth Null

Fig. 17.

In der That, (s. Fig. 17) wenn ein Beriihrungskreis des Biischels
(BB,) den perspectivischen Durchschnitt in g beriihrt, so ist in dem
Dreieck B&g der Aussenwinkel:

L Bse — L(sg) + L Bg3
weil aber 8g Tangente ist, so wird:

: L Bgsd =L BB,g
und im Kreisviereck:

L Bge =L BB,g + L (9,%)

sein, woraus folgt:

L(sg)=L(gt,) w. 2. b w.

§ 14. Auf einander liegends projectivische Gebilde. Doppelelemente.

Wie wir in § 11 gesehen haben, kommt es bei allgemeiner
(picht perspectivischer) Lage eines Strahlbiischels und einer mit ihm
projectivischen Punktreihe nicht dreimal vor, dass Strahlen durch
die ibnen entsprechenden Punkte gehen oder Punkte auf den ihnen
entsprechenden Strahlen liegen, weil dann dieses Zusammenliegen bei
allen Elementenpaaren stattfindet oder die Gebilde perspectivisch liegen ;
ob aber bei allgemeiner Lage weniger als drei (etwa zwei oder eines
oder keines) entsprechende Elementepaare zusammenliegen, ist eine
Cardinalfrage fiir die Theorie, die wir in doppelter Weise auffassen
konnen. Seien abe... die Strahlen des Strahlbiischels B und a,b,¢, ...
die entsprechenden Punkte der mit ihm projectivischen Punktreihe %,
dann wird das Strahlbtischel B den Triiger 9, selbst, den wir uns
noch einmal als einen neuen Triiger U denken konnen, in einer
neuen Punktreihe abc... treffen, und die vorige Frage reducirt sich
auf folgende:
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Fallen bei zwei belichig auf cinander licgenden projectivischen Punlkt-
rethen entsprechende Punfte zusammen, und wie viel Paare?

Oder wir kiinnen andererseits den Punkt B mit den Punkten a,b,¢, ...
durch neue Strahlen @,0,¢, ... verbinden und erhalten in B zwel con-
centrische projectivische Strahlbiischel B und B,; die obige Frage
coincidirt daher mit folgender:

Fallen bei zwei auf einander licgenden (concentrischen) prajectivischen
Strahibiischeln entsprechende Strahlen zusammen, und wic viel Paare?

Es ist einleuchtend, dass mit der einen Frage die andere mit-
beantwortet wird, und wir wollen uns daher zuniichst mit der ersten
Frage beschiftigen.

Sind bei zwei gegebenen ‘projectivischen Punktreihen die Durch-
schnittspunkte der Parallelstrahlen r und q, und die entsprechenden
Hiilften AV und A Y, (§. 12, Fig. 13) ermittelt, und denken wir
s die Triiger. der beiden Punktreihen irgend wie auf einander gelegt,
so kionnen zwel Fiille eintreten: entweder fallen Theile entsprechender
Hilften zwischen 1 und q, iiber einander oder nicht, d. h. die Abschnitte
von t bis co und q, bis oo enthalten Theile entsprechender Hiilften
iiber einander oder nicht; diese beiden Fiille lassen sich noch kiirzer da-
durch von einander untérscheiden, dass in dem ersten Fall der Rich-
tungssinn in beiden Punktreihen derselbe, im zweiten Fall entgegen-
gesetzt ist, was ' wir leicht erkemnen (Fig. 18), wenn wir auf ent-
sprechenden Hiilften von v mach q” und von 1y nach g, gehen. Wir
nennen daher in dem ersten Falle die Punktreihen gleichlaufend, im
zweiten Falle ungleichlaufend und konnen, sobald die beiden aunf ein-

_ander liegenden projectivischeg g Rt 21
Punktrethen durch irgend drei Y

Paare entsprechender Punkte ge- ""\ﬂ! S =< ?éf—
geben sind, sofort entscheiden, ob , i ¥
sie gleichlanfend oder ungleich- PRt 9l

laufend sind, indem wir ihren /= e St
Richtungssinn vergleichen (§. 4). AT 4 ‘Qi :

Hieraus folgt, dass, wenn die auf
- einander liegenden Punktreihen gleichliaufend sind, der Werth der
Potenz (rz,: q,x,) negativ sein nruss, weil die Strecken ry und q,1,
entgegengesetzten Richtungssinn haben; wenn dagegen die Punktreihen
ungleichlaufend sind, der Werth der Potenz positiv ist.

Ob nun zusammenfallende entsprechende Punkte vorkommen, das
wird in dem zweiten Fall, wenn die Punktreihen ungleichlaufend sind,
sofort zu entscheiden sein; da nimlich nur entsprechende Hilften ent-
sprechende Punkte enthalten, so werden in diesem Fall zusammen-



40 Erster Abschnitt. Projectivische Beziehung gerader

fallende entsprechende Punkte nur ausserhalb der Strecke rq, zu
suchen sein; dort miissen sie aber nothwendig vorkommen; denn
withrend ein Punkt p der ersten Punktreihe die Hilfte A von v bis
q° durchliinft, geht der entsprechende Punkt p, auf der Hilfte ¥, in
entgegengesetzter Richtung von v bis ¢, und erst dann, wenn y bis
ins Unendliche gekommen ist, gelangt r, nach q; sie laufen sich also
entgegen und iiberholen sich, miissen sich mithin nothwendig irgendwo
aetroffen haben; dasselbe findet statt, wenn wir die Punkte r und ,
die andern Hilften B und B, in dem Sinne, welchen die projecti-
vische Beziehung angiebt, durchlaufen lassen; es kommt daher noth-
wendig zweimal (auf jeder der unendlichen Strecken ausserhalb tg,
einmal) vor, dass entsprechende Punkte zusammenfallen, und von
dieseni beiden Doppelpunkten der auf einander liegenden projectivischen
Punktreihen steht der eine so weit von v ab, wie der andere von g,
wegen der Eigenschaft der constanten Potenz (ry-q1,). Es werden
sich hieraus die Doppelpunkte in elementarer Weise construiren lassen;
hat man niimlich die Potenzpunkte g und g, (oder § und §,) bestimmt,
tiir welche:
TL - 0L, = tg? ist,

so wird man nur nothig haben, in v (oder g,) eine Senkrechte auf
den zusammenliegenden Triigern der beiden Punktreihen zu errichten,
auf dieser zwei Stiicke = vg = )7 zu beiden Seiten von r abzutragen
und durch die Endpunkte der abgetragenen Stiicke einen Kreis zu legen,
welcher seinen Mittelpunkt in der Mitte zwischen rq, hat; dieser Kreis
geht durch die Doppelelemente der beiden Punktreihen, wie sich aus
bekannten Elementarsiitzen ergiebt; demn wire £ ein ausserhalb tq,
liegender Punkt von solcher Beschaffenheit, dass in ihm zwei ent-
sprechende Punkte iiber einander ligen, so' hiitte man zur Bestimmung
von £ die Relationen:

g — v =rq,

Bq, - v =(1g)’,
also ein Rechteck zu construiren, dessen Inhalt und Differenz der
Seiten gegeben sind; ein solches Rechteck lisst sich aber auf die an-
gegebene Weise immer construiren, weil, wenn wir die Differenz der
Seiten festhalten, durch Verinderung der Seiten selbst dem Inhalte
des Rechtecks jeder beliebige Werth zuertheilt werden kann.

Anders verhiilt es sich im ersten Falle, wenn die auf einander
liegenden projectivischen Punktreihen gleichlaufend sind; hier fallen
nur innerhalb der Strecke vq, Theile entsprechender Hilften iiber
einander; wenn daher zusammenfallende entsprechende Punkte vor-
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kommen, so konnen sie nur innerhalb der Strecke vq, enthalten sein.
Wenn nun zwischen tvq, ein Paar entsprechender Punkte ry, iiber-
einander fiele, etwa in den Punkt £, so miisste

€+ Eq =1q, und

vk - g, = (vg)" sein;
wir hiitten also zur Bestimmung des Punktes £ ein Rechteck zu con-
struiren, fir welches der Inhalt und die Summe der Seiten gegeben
sind. Wenn aber die Summe der Seiten gegeben ist, so kann man
aus ihr nicht Rechtecke von jedem beliebigen Inhalt machen, sondern
der Inhalt des grossted Rechtecks, welches man herstellen kann, ist
der des Quadrates, dessen Seite gleich der Hilfte der gegebenen
Summyg ist*); wenn daher der Abstand der Punkte rg, kleiner ist als
die doppelte Seite des Quadrates, d. h. 2vg oder fg, so giebt es
kein Rechteck von der verlangten Beschaffenheit, oder wenn

- rg; < gb (oder g,b,),
so giebt es keine Doppelpunkte; wenn dagegen
- tg, > gbh,

so giebt es ein Rechteck von der verlangten Beschaffenheit, dessen
Seiten von t oder g, aus zwischen rq, abgetragen, zwei solche End-
punkte liefern, in deren jedem zwei entsprechende Punkte der beiden
Punktreihen iiber einander liegen; es giebt also in diesem Fall wieder
zwel Doppelpunkte; ist insbesondere

rq =gh,

so wird das construirte Rechteck selbst ein Quadrat; die beiden
zwischen t und q, liegenden Doppelpunkte, von denen der eine so

# Um uns in elementarer Weise davon zu iiberzeugen, dass unter allen Recht-
ecken, welche dieselbe Summe der Seiten haben, das Quadrat den grossten In-
halt besitzt, konnen wir folgendermassen verfahren: 3

Sei AB die gegebene Summe der Seiten und M die Fig. 19.

Mitte von A B; ferner AM P das Quadrat iiber der Seite
A M; ziehen wir B P und fillen aus irgend einem Punkte
P’ dieser Linie die Perpendikel P’ M’ und P'¢) anf 4D
und A¢Q, so hat das Rechteck 4 M’ P'(Q)’ offenbar dieselbe
Summe der Seiten; es ist aber, wenn sich M' P und P@
in §, P’Q und PM in R treffen, das Rechteck M M'S P
gleich dem Rechteck P @' R (congruent), folglich M M'P'R "B~ j7ar A
kleiner als PQ ('R, mithin das Rechteck A M'P'() kleiner

als das Quadrat A M P¢); da dasselbe von jedem andern in gleicher Weise con-
struirten Rechteck gilt, so ist das Quadrat das grisste unter allen Rechtecken
von gleichem Umfang.
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weit von v wie der andere von q, absteht, fallen zusammen; es giebt
also in diesem Grenzfalle nur eimen Doppelpunkt oder vielmehr zwei
zusammenfallende.

Auch in diesem Falle zweier gleichlaufenden projectivischen Punkt-
reihen konnen die Doppelpunkte durch elementare Construction ge-
funden werden: Man beschreibe iiber rq; als Durchmesser einen Kreis
und trage in v (oder q,) auf der Tangente dieses Kreises nach beiden
Seiten hin Stiicke

* = 1g == bhr (oder q,8, = b,9q,)

ab; die durch die Endpunkte der abgetragenen ‘Stiicke zu dem Triger
der Punktreihen gezogenen Parallelen treffen den Kreis in solchen
Punkten, dass die von ihnen auf den Triger herabgelassenen Pgrpen-
dikel zu Fusspunkten die gesuchten Doppelpunkte haben. Diese Con-
struction, deren Richtigkeit einleuchtet, enthiilt auch das vorhin ange-
gebene Kriterium, ob die Doppelpunkte reell vorhanden sigd oder

nicht; wenn niamlich rg < % 14, (der Radius des Kreises), so schneidet
die Parallele-den Kreis in zwei reellen Punkten, es giebt also zwei Doppel-

punkté; wenn dagegen rg > —;~rq1, so trifft die Parallele den Kreis

nicht, es giebt also keine Doppelpunkte; wenn endlich rg = % 10, , SO
beriihrt die Parallele den Kreis, es giebt also nur einen Doppelpunkt.

Das gewonnene Resultat lisst sich, wie folgt, zusammenfassen:

Bei “zwei auf einander licgenden projectivischen Punktreihen giebt es
im  Allgemeinen zweimal zwei zusammenfallende  entsprechende Punkte
(Doppelpunkte); diese sind immer recll vorhanden, wenn die beiden Punkt-
reihen  ungleichlaufend sind, und liogen ausserhalb des Abstandes der
Punkte v und q, symmetrisch zu diesen; sind dagegen die Punktreihen
gleichlaufend, so sind die Doppelpunkte nur dann reell vorhanden, wenn
der Abstand

tq, > gh (oder g,,),
und liegen zwischen tq, symmetrisch zu diesen Punlten; ist
tq, =4gh,

so giebt es nur eimen Doppelpunkt (oder wvielmehr: dic beiden Doppel-
punkte fallen selbst zusammen); dieser liegt in der Mitte zwischen 1q,
und enthilt als zusammenfallende Punkte eines der besonderen Paare gg,
oder Y, ; ist endlich

tq, < gb,
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so liegt kein Paar entsprechender Punkte zusammen (oder, wie man sich
ausdriickt, die beiden Doppelpunkte sind imagindir).

Sind die Punktreihen gleichlaufend und wir bestimmen die aus-
gezeichneten Punkte ) und §,q,, so werden bei dem Aufeinander-
liegen der Punktreihen Doppelelemente nuwr dann vorhanden sein, wenn
die Strecken of) wnd Y,q, sich in keimem ilwer Theile decken (ganz
ausser emander liegen); sobald oYy wnd 0,q, ein Stick gemeinschaftlich
haben, giebt es keine Doppelpunkte. Den Uebergang bildet der Fall,
wenn diese Strecken mit ihren Endpunkten entweder mit g und g,
oder mit ), und § an einander stossen; hieraus konnen wir, wenn
wir die in sich festgehaltenen Punktrelhen auf einander verschieben,
den Spielraum erkennen, innerhalb dessen keine Doppelelemente vor-
handen sind. Eine andere Art, die Doppelelemente zweier vereinigter
Gebilde zu ermitteln, siehe in ,Aufgaben und Sitze® zu diesem Ab-
schnitt.

Es wiire nun iibrig, die analoge Untersuchung fiir zwei auf einander
liegende (concentrische) projectivische Strahlbiischel auf demselben
Wege durchzufithren; statt dessen konnen wir das Resultat dieser an
sich nicht schwierigeren Untersuchung sofort aus dem vorhin erlangten
ableiten und ziehen diesen kiirzeren Weg vor. Schneiden wir nim-
lich die beiden concentrischen Strahlbiischel durch eine beliebige
Transversale, welche wir uns doppelt denken als den Triiger zweier
Punktreihen 2A%,, deren ecine durch das eine, die andere durch das
andere Strahlbtischel fixirt wird, so haben wir die beiden concen-
trischen Strahlbiischel in perspectivischer Lage mit zwei auf einander
liegenden Punktreihen; durch die Doppelpunkte der letzteren gehen
offenbar die Doppelstrahlen «der ersteren; die Construction jener liefert
also auch diese; sind die beiden ausgeschnittenen Punktreihen gleich-
laufend hinsichtlich ihres Richtungssinnes, so sind es auch die beiden
Strahlbiischel hinsichtlich ihres Drehungssinnes; sind jene aber un-
gleichlaufend, so sind es auch die Strahlbiischel; wir haben daher aus
dem Vorigen zuniichst das Resultat: Bei zwei auf einander liegenden
projectivischen Strahlbiischeln giebt es, wenn sie ungleichlaufend sind,
immer zweimal zwei reelle zusammenfallende entsprechende Strahlen
(Doppelstrahlen); sind dagegen die beiden Strahlbiischel gleichlaufend,
.s0 konnen wir das dem obigen analoge Kriterium, wann Doppel-
strahlen vorhanden sind, dadurch ableiten, dass wir die beiden con-
centrischen Strahlbiischel durch eine besondere Transversale schneiden,
welche parallel liuft einer der beiden Richtungen, die den Winkel
(st,), also auch (fs;) halbiren; diese Transversale besitzt niimlich die
Eigenschaft, dass die beiden auf ihr ausgeschnittenen projectivischen
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Punktreihen ihre Potenzpunkte gg,hf, gerade in denjenigen Punlten
haben, durch welche Potenzstrahlen gg, k%, der beiden concentrischen
Strahlbiischel gehen, so dass dann also das obige von den Punkten
g0g,), abhingige Kriterium sich direct iibertragen hat. In der That,
bei der angegebenen Lage der Transversale werden die Strahlen gh,
deren Winkel durch die Strahlen s¢ halbirt werden, und die Strahlen
hyg;, deren Winkel durch #s, halbirt werden, mit der Transversale
paarweise gleiche Winkel bilden und mit Riicksicht darauf, dass die
Strahlbiischel BB, gleichlaufend sind, so liegen, wie sie Fig. 20 dar-

Fig. 20.

9 5 A4 1 LTSN

stellt. Fiir irgend zwei entsprechende Strahlen zz, gilt nun die Re-
lation:

tg (sz) otg (2,t) = tg* (sg9),

und hieraus wird der Winkel (2,#,) leicht bestimmt durch (sz), wenn
man die (§. 8, 3) fiir harmonische Strahlen gefundene ganz gleich-
lautende Relation in Betracht zieht; bestimmt man nimlich zu gh
und z den vierten harmonischen, dem z zugeordneten Strahl &, so ist
(s&) = (#,t,); was nun die Lage von @, anbetrifft, so erkennen wir
mit Riicksicht auf die entsprechénden Quadranten zwischen den Schen-
keln der entsprechenden rechten Winkel, dass #, und £ mit der Trans-
versale ein gleichschenkliges Dreieck bilden miissen; wir konnen jetzt
zu irgend einem Strahl z den entsprechenden z, in der einfachen Weise
ermitteln, dass wir zuerst 2 in die symmetrische Lage zur Trans-
versale uns gebracht denken nach &, d. h. so dass x dieselben Winkel
mit der Transversale bildet wie £, und dann zu g, 2 & den vierten
harmonischen, dem £, zugeordneten Strahl bestimmen, welcher z, sein
wird. Wenn nun die Strahlen gh...2 und gk, ...2, der beiden
concentrischen Strahlbiischel BB, die Transversale in den Punkten
gh...r und g6, ...z zweier auf einander liegender Punktreihen be-
gegnen, und die Mitte zwischen gf) mit v, die Mitte zwischen g5,
mit q, bezeichnet wird, so erhalten wir den entsprechenden Strahl zu
By, indem wir zu g h, und Bq, den vierten harmonischen suchen;
dieser ist aber nach § 8 der Parallelstrahl, folglich ist v in der That
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der dem unendlich entfernten v entsprechende, ebenso ¢, der dem
unendlich entfernten q* der anderen Punktreihe entsprechende; aus
der vorigen Construction entsprechender Punkte ry, und der bekannten
Eigenschaft harmonischer Punkte (§. 8) ergiebt sich ferner:

vL-x 0 = (rg)* = (0,0,)%,

woraus denn folgt, dass in der That die mit gfg,l, bezeichneten
Punkte jene Potenzpunkte sind.

Nunmehr sind wir berechtigt, das vorhin fiir zwei auf einander
liegende projectivische Punktreihen ausgesprochene Resultat auf.zwei
concentrische projectivische Strahlbiischel folgendermassen zu iiber-
tragen:

Bei zwer auf einander liegenden (concentrischen) projectivischen Strahl-
biischeln gicht es wm Allgemeinen zweimal zwei zusammengallende ent-
sprechende Strahlen (Doppelstrahlen); diese sind immer reell vorhanden,
wenn die beiden Strahlbiischel wngleichlaufend sind; sind sie dagegen
gleichlaufeyd, so werden die beiden Doppelstrahlen nwr dann vorhanden
sein, wenn dic besonderen Strahlen gh durch die Strahlen h,g, nicht ge-
trennt werden; werden dagegen gh durch h,g, getrennt (d. h. féllt g, in
emmen  Winkelrawm zwischen (gh) und h, in den Nebenwinkelraum), so
giebt es keine reellen Doppelstrahlen; den Uebergang bildet der Fall, wenn
die Winkel (gh) und (hyg,) an einander stossen, so dass entweder gg,
oder hhy eusammenfallen; in diesem Falle giebt es nur einen Doppel-
strahl (d. h. die beiden Doppelstrahlen fallen selbst zusammen,).

§. 15. Construction der Doppelelemente mittelst eines festen Kreises.

Die im vorigen Paragraphen angegebenen Constructionen der Doppel-
punkte und darnach auch der Doppelstrahlen setzen die Kenntniss der
besonderen Elemente vq,gg,0%, voraus; es giebt aber eine andere viel
-einfachere Auflosung der Aufgabe:

Wenm zwei auf eimander liegende projectivische Punktreihen durch
wgend drei Paare entsprechender Elemente aa, bb, cc, gegeben sind, die
Doppelpunkte 2w finden, wobei nur das Lineal und ein Yester in der
Ebene als gezeichnet angenommener Kreis benutzt wird.

Diese von Steiner angegebene Construction beruht auf der ele-
mentaren Eigenschaft des Kreises, dass Peripheriewinkel auf gleichem
Bogen gleich sind. Verbinden wir irgend zwei Punkte BB, einer
Kreisperipherie mit zwei andern Punkten derselben ¢ durch die Strahlen
ab und a,b;, so ist entweder der Winkel (ab) gleich dem Winkel (a, b,)
oder gleich seinem Nebenwinkel; jedenfalls also sin (ab) = sin (a,b,);
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lassen wir jetzt einen veriinderlichen Punkt £ die Kreisperipherie durch-
laufen und verbinden ihn mit B und B, durch die Strahlen zw,, so
beschreiben dieselben zwei projectivische Strahlbiischel, weil die Doppel-
verhiiltnisse zwischen irgend vier Strahlen des einen und den ent-
sprechenden des andern Strahlbiischels offenbar gleich sind (da die
Factoren dieser Doppelverhiltnisse einzeln einander gleich sind).
Haben wir nun auf den zusammen liegenden Triigern zweier Punkt-
reihen A%, drei Paare entsprechender Punkte aq, 00, cc, willkiirlich
angenommen, und ist irgend ein Kreis in der Ebene gezeichnet, so
verbinden wir einen beliebigen Peripheriepunkt desselben, den wir uns
doppelt denken als den Mittelpunkt zweier Strahlbiischel BB,, mit
den Punkten abc a,b ¢, durch Strahlen abca, b c,, welche die Peri-
pherie des Kreises resp. in afiy e, f,p, treffen (Fig. 21). Bewegen

Fig. 21.

wir nun zwei entsprechende Punkte ry, der durch die angenommenen
drei Paar Elemente vollstindig bestimmten projectivischen Punkt-
- reihen AA,, so beschreiben zz,, ihre Verbindungsstrahlen mit BB,
zwel concentrische projectivische Strahlbiischel und £E,, die Schnitt-
punkte mit der Kreisperipherie, zwei krumme projectivische Punkt-
reihen; so oft daher zwei entsprechende Punkte ry, zusammenfallen,
miissen auch zwel entsprechende Strahlen z, zusammenfallen und-
folglich auch zwei entsprechende Punkte £§, und umgekehrt. Nehmen
wir irgend ein Punktpaar ae;, auf dem Kreise und verbinden « mit
o f,p ... 5, anderseits ¢, mit afiy ... &, so missen die um o und «,
als Mittelpunkte erhaltenen Strahlbiischel auch projectivisch sein, denn
das Strahlbiischel () ist mit dem Strahlbiischel (B,) projectivisch
wegen der oben angegebenen Higenschaft des Kreises, ebenso (e;)
mit (B); da nun (B) und (B,) projectivisch sind, so sind es auch
(@) und (e;) (8§ 10); diese beiden Strahlbiischel haben aber in der
Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte zwei entsprechende Strahlen ver-
einigt: folglich liegen sie perspectivisch (§. 11), also die Schnitt-
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punkte simmtlicher Paare entsprechender Strahlen liegen auf einer
Geraden (ihrem perspectivischen Durchschnitt); dieser Ort des Schnitt-
punktes (af, a &) ist schon bestimmt durch die beiden Schnittpunkte:

(B, e p) und (291, &7);

jeder Punkt dieser Geraden mit &« und e, verbunden liefert zwei
Strahlen, welche den Kreis in zwei entsprechenden Punkten £§, treffen;
diese Gerade wird daher selbst den Kreis in solchen zwei Punkten
treffen, in deren jedem zwei entsprechende Punkte £§, zusammenfallen;
diese Punkte mit B (B,) verbunden bestimmen auf A%, die gesuchten
Doppelpunkte, deren Construction sich also in folgender einfachen
Weise gestaltet:
Man verbinde die gegebenen Punkipaare aa, b, cc, mit irgend
einem  Peripheriepunkte B (B,) eines festen Kreises durch Strahlen,
. welche die Peripherie zum zweiten Male in ey BB, yy, treflen, bestimme
die Schnittpunkte: :
(‘f‘ﬁu af) (apy, 7)
und ihre Verbindungslinie &; die Schnittpunkte der letzleren mit dem
Kreise verbinde man mit B dwrch Strahlen, welche die Triiger der ge-
gebenen auf einander liegenden Punktreihen in den gesuchten Doppel-
punkien treffen.

Da die Gerade € den Kreis im Allgemeinen in zwei Punkten trifft,
so giebt es im Allgemeinen zwei Doppelpunkte; geht die Gerade 2
aber vorbei, ohne den Kreis zu treffen, so giebt es keine Doppel-
punkte; beriihrt sie den Kreis, so giebt es nur einen Doppelpunkt
(zwei zusammenfallende). Das Resultat des § 14 findet sich also
durch diese Construction bestiitigt, und es wiirde nicht schwer sein,
die dort gefundenen Kriterien aus ihr von Neuem herzuleiten. Wir
unterlassen dies, ebenso wie die Auflosung der analogen Aufgabe,
die Doppelstrahlen zweier concentrischer projectivischer Strahlbiischel
zu finden, da diese durch die vorige gleichzeitig gelost ist.

Die Gerade £ muss auch durch den Punkt (By,, B;) gehen, was
wir daraus erkemnen, dass nothwendig dieselben Doppelpunkte, also
" auch dieselbe Gerade & hervorgehen wiirde, wenn wir bei der Con-
struction anstatt des Paares ae, das Paar pf, gesetzt hitten. Wir
gelangen daher beiliufig zu einem interessanten Satze vom Kreise:

Hat man dirgend sechs Punkte eines Kreises afy oy, So liegen
die drev Schwittpunkte:

(efy, Bey) (Byi, v8)) (v, ayy)

auf einer Geraden,
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Dieser Satz, dessen allgemeine Giiltigkeit fiir jeden Kegelschnitt
wir spiiter darthun werden, lisst sich auch so aussprechen, wie ihn
Pascal gefonden hat:

Verbindet man irgend sechs Punlite eines Kreises zu einem einfachen
Sechseck in der Reihenfolge: af,pa,fy,, so treflfen sich die gegeniiber-
liegenden Seiten desselben (die erste und vierle, zweite und fiinfte, dritte
und sechste) in drei Punkten, welche auf eciner Geraden liegen.

Das obige Raisonnement wiirde seine beweisende Kraft verlieren,
wenn die Gerade £ den Kreis nicht triife; die Richtigkeit des Satzes
ergiebt sich aber auf folgende Weise:

Die beiden von & und 8 ausgehenden Biischel sind projectivisch gleich:

o (7’“1[31?1) = p (?’“1!31?’1)

wegen der bekannten Grundeigenschaft des Kreises; das erste Biischel
trifft die Gerade pe, in den vier Punkten:

.

7 e (pey,af) (an,ye).
Das zweite Biischel trifft die Gerade pf, in den vier Punkten:
7 (B, ?ﬁl) By (ﬁ?’u vB.) -

Diese beiden Punktreihen liegen perspectivisch, weil in ihrem Schnitt-
punkte, p, entsprechende Punkte vereinigt sind; folglich treffen sich die
drei Verbindungsstrahlen der iibrigen entsprechenden Punkte in einem
Punkte; die Verbindungslinie des ersten Paares entsprechender Punkte
ist e, B, die des zweiten «f,, die des dritten die Verbindungslinie der
beiden Punkte:
(apy, vey)  (Byy, 7B1)

folglich liegt der Punkt (af, fe;) anf derselben Geraden w. z. h. w.

Wenn bei zwei auf einander liegenden projectivischen Punktreihen
ein. Doppelpunkt bekannt ist, so bedarf es nicht mehr der vprigen
Construction mit Hiilfe des festen Kreises, um den andern Doppel-
punkt zu finden, der dann nothwendig immer reell vorhanden ist,
sondern dieser lisst sich mittelst des Lineals allein construiren aut:
folgende Art:

Sei ee, der bekannte Doppelpunkt der beiden projectivischen auf
einander liegenden Punktreihen und seien aa,, bb, irgend zwei Paare
entsprechender Punkte, wodurch die ganze projectivische Beziehung be-
stimmt ist, so ziehe man durch e¢; einen beliebigen Strahl und nehme
in demselben irgend zwei Punkte BB, willkiirlich an; die Schnitt-
punkte (Ba, B,a,) und (BD, B,b,) verbunden, bestimmen eine Gerade,
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welche den Triiger der beiden zusammenliegenden Punktreihen in dem
gesuchten zweiten Doppelpunkte trifft. Die Richtigkeit dieser Con-
struction erhellt ans der Construction auf Seite 22.

§. 16. Punktsystem (Involution von Punktpaaren).

Es giebt einen ausgezeichneten speciellen Fall zweier auf einander
liegender projectivischer Punktreihen, welcher #n der Folge eine be-
sondere Wichtigkeit erlangt; dieser besteht darin, dass der sAbstand
der beiden Punkte v und q, Null wird, oder dass die Punkte t und g,
zasammenfallen. Wenn zwei projectivische Punktreihen so auf einander
liegen, dass die besonderen Punkte v und g, auf einander fallen,
so fallen simmtliche entsprechende gleiche Strecken des einen oder
des andern Systems (§. 12) verkehrt auf einander, so dass, wenn rYy
und ), zwei entsprechende gleiche Strecken sind, r auf y, und zu-
gleich ) auf y, fillt, und zwar wird das eine oder das andere System
entsprechender gleicher Strecken verkehrt auf einander fallen, je nach-
dem die Punktreihen gleichlaufend oder ungleichlaufend sind, d. h. je
nachdem entsprechende Hiilften iiber einander liegen: % auf ¥, und
B auf B, (dann sind die Punktreihen ungleichlaufend, Fig. 18), oder
nicht entsprechende Hilften: A auf B, und B auf A, (dann sind die
Punktreihen gleichlaufend); in dem ersten Falle existiren zwei Doppel-
punkte; es fallen nimlich die Punkte g und g, auf einander und die
- Punkte §) und b; im zweiten Falle existiren keine Doppelpunkte nach
dem obigen Kriterinm (8. 42); es fillt insbesondere g auf §, und §
auf g,. : ]

Es findet aber auch das Umgekehrte statt: Wenn bei zwei auf
einander liegenden  projectivischen.  Punltreihen  irgend cin  Paar  ent-
sprechender gleicher Strecken verkehrt zusammen fallt, d. h. vy auf y,1,,
so fallen simmiliche entsprechende gleiche Strecken desjenigen  Systems,
welchem jenes Paar angehirt, verkehrt auf einander, insbesondere auch
v oauf q;.

In der That, denken wir uns (Fig. 22) in den beiden auf einander
liegenden Triigern der Punktreihen A%, die Punkte ypx, und py, so
liegend, dass r auf y, und Y auf p, liegt, und nehmen wir ein be-
liebiges drittes Paar entsprechender Punkte 33 (wodurch die projec-
tivische Beziehung vollstindig

Fig. 22.
bestimmt wird) an, so wird der
Punkt 3 der ersten Punktreihe %l"__ ";ﬁ ,’;‘11; — "i_ ._.___;
auf einem gewissen Punkte t, * : : 8

Steimer, Vorlesungen 1L, 2, Aufl, i 4
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der zweiten liegen, und der ihm entsprechende Punkt t der ersten Punkt-
reihe wird bestimmt durch die Gleichheit der Doppelverhiiltnisse:

(x93t) = (B 0aty) -
Es ist aber identisch: (Seite T)

(&UISLt;) = (9 Tatide)
also:
(zy3t) = (D2 ti3)
und, wenn wir fiir Y1t die dariiber stehenden Namen derselben
Punkte setzen, = (934 ); da also

(zp3t) = (x934)

wird, so muss t mit 3, zusammenfallen, d. h. die Strecke 3t fillt ver-
kehrt auf die ihr gleiche entsprechende Strecke t,3,; dies gilt hiernach
von simmtlichen Paaren entsprechender gleicher Strecken; weil ins-
besondere . die beiden unendlich-entfernten Punkte r” und q* der beiden
Punktreihen auf einander fallen, so miissen auch die ihnen ent-
sprechenden t und q, auf einander fallen.

Ein solches Doppelgebilde zweier in dieser eigenthiimlichen Weise
aufeinander liegenden projectivischen Punktreihen, so dass die Punkte v
und g, auf einander fallen und zugleich die entsprechenden gleichen
Strecken des einen ganzen Systems verkehrt auf einander liegen, heisst
ein Punlisystem (oder nach der von Desargues eingefiihrten Bezeichnung
eine Involution von Punktpaaren) und die Endpunkte eines solchen .
Paares auf einander fallender gleicher Strecken ein Paar conjugirter
Punkte des Punktsystems; der dem unendlich entfernten Punkte conju-
girte Punkt, in welchem t und g, auf einander liegen, heisst der Mittel-
punkt des Punktsystems; wenn die das Punktsystem erzeugenden Punkt-
reihen gleichlaufend sind, so heisst das Punktsystem ein elliptisches;
es liegt dann ein Paar conjugirter Punkte immer auf entgegengesetzten
Seiten vom Mittelpunkte, und bezeichnen wir mit o den Mittelpunkt,
mit z§ irgend ein Paar conjugirter Punkte, so werden siimmtliche
Paare conjugirter Punkte durch die Relation zusammengehalten:

‘ ox . 0§ = const. ;
denn 2 und £ treten an die Stelle zweier entsprechender Punkte yund g, der
beiden projectivischen Punktreihen, und in o liegen v und g, vereinigt,
also gilt die Eigenschaft der constanten Potenz ty . q,r, = const. (§. 12);
Doppelpunkte kionnen in diesem Fall nicht vorkommen, wohl aber
zeichnet sich ein Paar conjugirter Punkte vor den andern aus, das-
jenige nimlich, welches gleich weit vom Mittelpunkte nach entgegen-
gesetzten Richtungen hin absteht, fiir welches also das constante
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Rechteck ein Quadrat wird; es sind dies offenbar die Punkte g und
g, oder h, und b, indem g auf §), und g, auf [ fillt; dieses besondere
" Paar wollen wir wiederum die Potenzpunkte des elliptischen Punkt-
systems nennen, das constante Rechteck aber die Polenz des Punkisystems.
Wenn dagegen die das Punktsystem erzeugenden Punktreihen un-
cleichlaufend sind, also die entsprechenden gleichen Strecken des andern
Systems verkehrt auf einander fallen, so heisst das Punktsystem ein
hyperbolisches; es liegt ein Paar conjugirter Punkte immer auf der-
selben Seite vom Mittelpunkte aus und simmtliche Paare conjugirter
Punkte werden wiederum durch die Relation zusammengehalten:

0z - 0§ = const. ;

es fallen insbesondere zweimal zwei conjugirte Punkte zusammen
(wenn nimlich das constante Rechteck ein Quadrat wird); dies ge-
schieht fiir die Punkte gg, auf der einen Seite von o und fiir Hf, auf
der andern Seite; diese besonderen zusammenfallenden Punktpaare
des Punktsystems heissen die Doppelpunkte oder Asymptotenpunkte des
Punktsystems, welche nur”beim hyperbolischen Punktsystem auftreten;
sie liegen nach entgegengesetzten Seiten in gleichem Abstande von o.
Bezeichnen wir sie mit g und %, so driickt die Relation:

0% -0t = (0g9)% = (oh)?
zugleich ein merkwiirdiges Verhalten siimmtlicher Paare conjugirter

Punkte zu den Asymptotenpunkten des Punktsystems aus, indem z&
ein Paar zugeordnet-harmonischer Punkte.zu g und /4 sind (Seite 14), also:

Séimmdtliche Paare conjugirter Punkte eines hyperbolischen Punktsystems
sind  zugeordnet - harmonische Punkte zu den beiden Asymptotenpunkten
desselben, und auch umgekehrt: Simmtliche Paare zugeordnet-harmo-
nischer Punkite zu zwet festen Punkien einer Geraden bilden ein lyper-
bolisches Punlitsystem, dessen beide Asymptotenpunlite dic beiden festen
Punlite sind. Beim elliptischen Punktsystem findet dieses Verhalten
nicht statt trotz der Higenschaft des constanten Rechtecks, weil dort
zwei conjugirte Punkte zf immer auf entgegengesetzten Seiten von
0 liegen und die angezogene Kigenschaft harmonischer Punkte ausser-
dem erfordert, dass zwei zugeordnete Punkte auf derselben Seite vom
Mittelpunkt aus gelegen seien.

Es mag hier noch ein besonderer Fall des Punktsystems erwiihnt
werden, welcher den Uebergang zwischen dem elliptischen und hyper-
bolischen Punktsystem bildet und daher das parabolische Punktsystem
heisst; dieser tritt dann auf, wenn die beiden Asymptotenpunkte eines
hyperbolischen Punktsystems zusammenfallen; alsdann fallen die allen

4%

&
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Punkten des Triigers conjugirten Punkte im Punktsystem in denselben
‘einzigen Punkt hinein, in welchem die beiden Asymptotenpunkte ver-
einigt sind, weil (S. 14), wenn von vier harmonischen Punkten zwei
zugeordnete zusammenfallen, auch einer des andern Paares zugeord-
neter Punkte in diesen hineinfallen muss. Wir haben also das ein-
seitige Verhalten beim parabolischen Punktsystemn, dass die allen
Punkten conjugirten Punkte in einem einzigen vereinigt sind und zu
diesem wiederum jeder beliebige Punkt des Triigers als conjugirt an-
gesehen werden muss.

Riicksichtlich der Potenz der Punktsystems ist noch zu bemerken,
dass fiir das elliptische Punktsystem die Potenz eine mnegative, fiir .das
hyperbolische eine positive Grosse ist, weil im ersten Fall je zwei con-
jugirte Punkte auf entgegengesetzter, im letzteren auf derselben Seite
vom Mittelpunkt liegen; fiir das parabolische Punktsystem ist die Po-
tenz Null.

Ein besonders einfacher Fall tritt beim hyperbolischen Punkt-
system auf, wenn einer der beiden Asymptotenpunkte im Unendlichen
liegt; in diesem Fall wird die Strecke zwischen je zwei conjugirten
Punkten durch den andern im Endlichen befindlichen Asymptoten-
punkt halbirt, und wir erhalten folgendes sehr einfache Doppelgebilde:
alle Paare von Punkten z£ einer Geraden, welche zu einem festen
Punkte g symmetrisch liegen. Ein solches Punktsystem nennt man
ein gleichseitig - hyperbolisches Pumktsystem; wie ersichtlich ist, kann es
nur entstanden sein durch Aufeinanderlegen zweier projectivisch-gleicher
Punktreihen, die ungleichlaufend aufeinander gelegt sind; sie haben
_einen Doppelpunkt im Unendlichen, der zugleich der Mittelpunkt dieses
gleichseitig-hyperbolischen Punktsystems ist; der andere Doppelpunkt
ist das Centrum der symmetrisch liegenden Paare.

Wegen des hiufigen Auftretens von Punktsystemen bei geome-
trischen Untersuchungen heben wir die Grundeigenschaft eines solchen
Doppelgebildes, dass es niimlich in sich projectivisch ist, noch be-
sonders hervor:

Wenn wir bei eimem Punkisystem wvon Punktpacren, aus jedem
Paare einen nehmen und diese als emme Reihe auffassen abe. ..., so
bilden die conjugirten Punkte afy ... eine mit der ersten Reihe projecti-
wvische Punktreihe, und die beiden Punltreihen liegen in der oben ange-
gebenen eigenthiimlichen Weise auf einander. Es ist einleuchtend, dass
wir dabei die conjugirten Punkte eines Paares mit einander ver-
tauschen konnen, ohne die projectivische Beziehung zu alteriren, denn
da die Endpunkte eines solchen Paares r (p,) und x, (y) sind, so
kinnen wir es sowohl als rx, auffassen, wie auch als y,). Es folgt
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ferner, dass Punktsysteme dieselbe allgemeine Eigenschalt der Pro-
jectivitit besitzen, wie einfache Punktreihen selbst, d. h. wenn wir
ein Punktsystem ae, bf, cpy... mit irgend einem Punkte B durch
Strahlenpaare verbinden, welche eine beliebige andere Transversale in
den neuen Punktpaaren a'e!, b'p', ¢'p'... treffen, so hilden -diese
ebenfalls ein Punktsystem; denn es bilden a'blc'... und «'flpt...
zwei projectivische Punktreihen, welche sich in der eigenthiimlichen
~ Lage befinden, dass dem Punkt @' der ersten Punkireihe der Punkt
' der zweiten entspricht, aber auch gleichzeitig dem Punkt o als
der ersten Punktreihe angehorig betrachtet, der Punkt a' der zweiten
Punktreihe entspricht; da also ein Paar entsprechender gleicher Strecken
verkehrt auf einander fallen, so bilden auch a'e!, 0'f%, ¢'p'... ein
Punktsystem.
Aus der Eigenschaft der constanten Potenz:

0z . 0E = const.

kinnen wir uns ein leichtes Verfahren ableiten, Punktsysteme in
ihrem ganzen Verlaufe herzustellen. Legen wir ndmlich durch zwei
conjugirte Punkte ae einen beliebigen Kreis und durch ein zweites
Paar conjugirter Punkte bf irgend einen zweiten Kreis, welcher den
ersten in den Punkten P und @ treffe, so wird ein dritter Kreis, wel-
cher durch P@ und x geht, nothwendig durch & gehen miissen, weil,
wenn P den Triger des Punktsystems in o trifft, o P .06 = 00 .o«
=0b.of = o0x .0t sein muss. Simmtliche durch die Punkte P¢
gelegten Kreise (Kreisbiischel) bestimmen also simmtliche Punkt-
paare x& eines Punktsystems, das mit dem angenommenen identisch
ist, dessen Mittelpunkt durch die gemeinschaftliche Secante P des
Kreishiischels (oder denjenigen Kreis des Biischels, dessen Radius unend-
lich ‘gross ist) bestimmt wird. Liegt der Punkt o ausserhalb der Strecke
@, so liegt er auch ausserhalb jeder Strecke x&, ausserhalb aller
Kreise des Biischels, das Punktsystem ist hyperbolisch; liegt 0 zwischen
P@, so liegt es auch innerhalb jeder Strecke xE, innerhalb simmt-
licher Kreise des Biischels, das Punktsystem ist elliptisch. Wir schliessen
zugleich umgekehrt: FEin Kreisbiischel mit zwei (reellen) gemeinschaft-
lichen Punkten PQ wird von ‘einer beliebigen Transversale immer in
cinem Punktsysteme gesehmitten, dessen Paare . conjugivter Punkte dic
Schnittpunkte mit je einem Kreise des DBiischels sind; das Punktsystem ist
elliptisch, wenn die Transversale die Punkte P und @ trennt, d. h. auf
entgegengesetzten Seiten vow sich hat, hyperbolisch, wenn P und @ auf
derselben Seite von der Transversale liegen. Tm letzteren Fall giebt es
zwei besondere Kreise des Biischels, welche die Transversale bertthren;



h4 Erster Abschnitt. Projectivische Beziehung gerader

die Beriihrungspunkte sind die Asymptotenpunkte des Punktsystems.
Aus dieser Construction eines Punktsystems vermittelst des Kreis-
biischels geht schon hervor, dass ein Punkisystem vollstindig bestimmit
ist durch zwei Paare (willkiirlich anzunehmender) conjugirter Punhie;
dies folgt aber auch aus der urspriinglichen Entstehung des Punkt-
systems, denn nehmen wir ae, bf als zwei Paare conjugirter Punkte
willkiirlich an, so vertritt ae die Stelle von zwei Paaren aq, und
b b, b3 die Stelle von zwei andern Paaren cc, und b, b entsprechender -
Punkte zweier projectivischer Punktreihen abceb und a, b, ¢;b,; es scheint
also, 'als ob durch diese vier Paar entsprechender Punkte die pro-
jectivische Beziehung iiberbestimmt sei, da doch drei Paare entsprechender
Elemente zur Bestimmung der projectivischen Beziehung nothwendig
und ausreichend sind; dieser Scrupel verschwindet aber, da diese vier
Paare so eigenthiimlich liegen, dass das vierte nur eine Folge der drei
andern ist, dass also kein Widerspruch eintritt, und in der That
die projectivische Beziehung durch sie gerade bestimmt wird. Es
liegen niimlich ab, zusammen: in @, ebenso ba, zusammen in ¢, ferner
¢d, in b und dc, in B; folglich ist identisch:

(aBCb)=(Blaiblcl): v
und da (Seite 7) allgemein:

(bya,0¢,) = (o, by ¢, D) ist,

so folgt:

(abed) = (a,byc,d,).

Diese vier Paare entsprechender Elemente vertreten also nur drei
Paare und bestimmen vollstéindig die projectivische Beziehung, also
auch das ganze Punktsystem. Zwischen drei Paaren conjugirter Punkte
eines Punktsystems muss daher eine Bedingung bestehen, welche
unmittelbar hervorgeht aus der Gleichheit der Doppelverhiiltnisse;
fiigen wir ndmlich noch ein drittes Paar conjugirter Punkte ¢y den
vorigen hinzu und denken uns dieses als ¢ und ¢, oder f, und { (Fig. 23),
so ist: 7

(abee) = (o, by i)

Fig, 23.-

b o g x Y
¢ ae [} b f
D, b‘:‘fi [ a, ¢

oder durch die Bezeichnung der conjugirten Punkte des Punktsystems
ausgedriickt:
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(aebe) = («afy),
das heisst:
abien o ke
ab ‘we  af “ay
- Dies lisst sich in mehr symmetrischer Gestalt so schreiben:

ab.af _ ac.ay
ab.of  wac.ay
1 be. by _ ba.be
: Be.fy  Ba.pu

ca.ce _ cb.cf

ya.ye  ¢b.yf’

und in gleicher Weise:

Ferner konuen wir folgende Gleichheit der Doppelverhiilinisse
ansetzen:
(achf) = (a.¢, b, )
oder in der andern Bezeichnung: =

(abay) = («fac),
das heisst:
ol P R
boe by~ Ba fc’?
da nun (ea) = — (aa), so hebt sich ein Factor fort und es bleibt
die Relation:
aB-by-ce=ay-ba-c¢f und durch Vertau-
1 aff -be-yoa=ac-ba-yf schung je eines der
by-ca-af="ba-cB-ay dreiPaar conjugirter
ce-ab-fy=cb-ay- B Punkte:

Diese 7 Relationen zwischen drei Paaren conjugirter Punkte eines
Punktsystems hiingen natiirlich alle von einer unter ihnen ab; sie
sind von Desargues aufgestellt, der solche sechs Punkte, welche diesen
Bedingungen geniigen, ,sechs Punkte in Involution’ nannte.

Es ist fiir die Folge wichtig, ein Kriterium 7zu besitzen,
welches sofort entscheidet, ob ein durch zwei Paare conjugirter Punkte
gegebenes Punktsystem elliptisch oder hyperbolisch ist; dies erkennen
wir unmittelbar aus der oben gefundenen Eigenschaft, dass beim hyper-
bolischen Punktsystem jedes Paar conjugirter Punkte auf derselben
Seite vom Mittelpunkt liegt, also wenn ae und bf irgend zwei Paare
sind, entweder die Strecke ae ganz ausserhalb der Strecke bf oder
ganz innerhalb derselben oder endlich die Strecke b ganz innerhalb
ae liegt, d. h. die Punkte ae werden durch die Punkte bf nicht
getrennt (liegt b innerhalb ae, so liegt auch § inmerhalb ae, liegt &
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ausserhalb ae, so liegt auch p ausserhalb ae); wihrend beim ellip-
tischen Punktsystem ein Paar conjugirter Punkte immer auf ent-
gegengesetzten Seiten vom Mittelpunkte liegt, d. h. ae durch bp
und umgekehrt getrennt wird; das gesuchte Kriterium ist also fol-
gendes:

Wenn ein Punktsystem durch irgend zwei Poare conjugirter Punkte
ac und bf gegeben ist, so wird es e elliplisches oder hyperbolisches
sein, je nachdem die Punkte ac durch b wnd zugleich bB durch aa
getrennt werden oder wicht.

Hieraus entspringt folgende Betrachtung: Nehmen wir auf einer
Geraden vier beliebige Punkte abed an, so lassen sich dieselben auf
dreifache Weise zu Paaren ordnen, némlich:

ab, ed | ac, bd | ad, be.

Bei jeder dieser Zuordnungen wird durch die zwei Punktpaare,
welche als conjugirte aufgefasst werden, ein Punktsystem bestimmdt,
und von diesen drei Punktsystemen ist immer eines elliptisch, die
beiden andern hyperbolisch, nimlich nach dem vorigen Kriterium z. B.

@ b
ab, ed ac, bd ad, be
elliptisch (e) Thyperbolisch (%) ! hyperbolisch (&,) .

Nehmen wir von einem beliebigen Punkte p des Triigers den con-
jugirten Punkt riicksichtlich dieser drei Punktsysteme und bezeichnen
wir ihn beziehlich durch:

T T mq L)

50 bieten diese Punkte eine leicht erkennbare Eigenschaft dar; es-
findet nimlich wegen der Grundeigenschaft der Punktsysteme die Gleich-
heit folgender Doppelverhiltnisse statt:

{ (abep) = (bad=,)
{ (acdp) = (cabm)
(adep) = (dabmy,) -
Die letate Gleichheit lisst sich auch so schreiben:
: (acdp) = (dbam,)
und zeigt, mit der vorletzten verglichen, dass

(cabm,) = (dbam,,)
oder

(abem) = (badmy ) wird ;
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folglich sind m, und =, ein Paar eonjugirter Punkte des Punktsystems
(¢), gleicherweise w, und =, ein Paar conjugirter Punkte des Punkt-
systems (%,), endlich =, und =, ein Paar conjugirter Punkte des Punkt-
systems (%). THiernach gilt folgender Satz:

Vier belichige Punkte in einer Geraden als zwei Poare conjugirter
Punkte aufyefasst bestimmen drei verschiedene Punlitsysteme, von denen
immer eines elliptisch (e) wnd die beiden andern hyperbolisch sind (h)
cund (hy). Nimmt man von irgend einem Punkle p in der Geraden den
conjugirten Punkt in Bezug auf jedes dieser drei Punktsysteme und heissen
dieselben beziehlich m 7y, so sind my und m,, ein Paar conjugirter Punkte
in dem Systeme (e), m, und m, ein Paar conjugirter Punkte in dem
Systeme (h) und x, und m, ein Paar conjugirter Punkte in dem Systeme (h,).

Auch zeigt sich das eigenthiimliche reciproke Verhalten, dass dic
vier Pumkte pm,m,7, zu den vier angenommenen Punkien abed genau
dieselbe  Bezichung haben, wie diese zu jenen, d. h. wenn man von
pm,m,m, ausgeht und zu @ die drei conjugirten sucht, erhilt man bed,
was aus der Projectivitit der Punktreihen hervorgeht:

] ;@

abedp w7y, Wy,
bader, p m «,

abedp w, m, 7y .
cdabm, my p 7, ()

abed p m, 7y, why i
debamy mym p . (hy)

Schliesslich mbge noch eine Frage erortert werden, welche sich
bei geometrischen Untersuchungen ofters darbietet: FEreignet es sich bei
zwei belicbig. auf einander gelegten Punktsystemen, dass emm Paar conju-
girter Punkte des einen auf ein Paar des andern Punlisystems zu liegen
kommt? Um diese Frage zu entscheiden, miissen wir die drei mbg-
lichen Fiille von einander trennen: ob 1) beide Punktsysteme elliptisch
sind oder 2) eines elliptisch und das andere hyperbolisch, oder 3) beide
hyperbolisch sind. Denken wir uns bei einem Punktsystem jedes Paar
conjugirter Punkte als Durchmesser eines Kreises, so erhalten wir
nach dem Obigen ein Kreisbiischel und zwar mit zwei reellen Schnitt--
punkten, wenn das Punktsystem ein elliptisches ist, dagegen mit einer
ideellen gemeinschaftlichen Secante (Linie der gleichen Potenzen), wenn
das Punktsystem ein hyperbolisches ist. Sind nun ad 1) die beiden
auf einander liegenden Punktsysteme elliptisch, so haben die beiden
zugehorigen Kreisbiischel reelle Schnittpunkte P@Q und P,¢,, welche
gleich weit abstehen von der gemeinschaftlichen Centrale und sym-
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metrisch liegen zu derselben. HEs giebt offenbar einen Kreis durch die vier
Punkte PQP,Q,, welcher beiden Kreisbiischeln angehort, also die Centrale
in einem Punktpaar trifft, welches beiden Punktsystemen gemein-
schaftlich ist; dies ist das einzige und immer vorhandene. Ist ferner
ad 2) das eine Punktsystem elliptisch, das andere aber hyperbolisch,
so hat das eine Kreisbiischel zwei reelle Punkte P, das andere keine.
Es giebt aber immer einen einzigen leicht zu ermittelnden Kreis des
letzteren, welcher durch P und ¢ geht und. dadurch gefunden werden
kann, dass man durch P (oder @) und die beiden Asymptotenpunkte g/ des
hyperbolischen Punktsystems ,(Grenzpunkte des Kreisbiischels) einen
Kreis legt und einen andern Kreis comstruirt, der diesen in P und ¢
rechtwinklig schneidet; letzterer gehdrt beiden Kreishiischeln an und
bestimmt also auf der Centrale das einzige und immer vorhandene
Paar conjugirter Punkte, welches beiden Punktsystemen gemeinschaft-
lich ist. Sind endlich ad 3) béide auf einander liegenden Punktsysteme
hyperbolisch, so haben beide Kreisbiischel ideelle gemeinschaftliche
Secanten; seien gh und gk, die Asymptotenpunkte des einen und
andern Punktsystems, und beschreibt man iiber ihnen als Durchmesser
zwei Kreise, so kommt es darauf an zu entscheiden, ob ein Kreis
existirt, welcher seinen Mittelpunkt in der Centrale hat und heide
zuletzt construirten Kreise rechtwinklig schneidet. Dieser ist nie vor-
handen, wenn das eine Paar Asymptotenpunkte durch das andere ge-
trennt wird, also gl einen und nur emen der Punkte g, h, zwischen
sich hat. Wenn dagegen das eine Paar durch das andere nicht ge-
trennt wird, also entweder gh ganz ausserhalb g, h, oder ganz zwischen
g hy liegt oder umgekehrt, so giebt es einen einzigen bestimmten
Kreis von der verlangten Beschaffenheit, welcher leicht zu ermitteln
ist. Dieser bestimmt auf der Centrale das einzige beiden Punkt-
systemen gemeinschaftliche Paar conjugirter Punkte. Das Resultat
dieser mit Hiilfe von Kreisbiischeln durchgefiihrten Untersuchung ldsst
sich nun unabhiingig hiervon so aussprechen:

Zwer auf einander liegende Punlisysteme haben iumer ein gemein-
schaftliches Paar comjugirter Punlte, sobald sie beide elliptisch sind oder
cines elliptisch und das andere yperbolisch ist.  Wenn aber beide hyper-

- bolisch sind, so haben sie nur dann ein reclles Paar conjugirter Punkie
gemeinschaftlich, wenn diec Asymptotenpunkic des einen  Punktsystems
durch die des andern nicht getrennt werden; werden sic getrennt (d. h.
liegt von den beiden Asymptotenpunkten des einen Punktsystems der
eine zwischen, der andere ausserhalb der bheiden Asymptotenpunkte
des andern Punktsystems), so existirt kein gemeinschaftliches Paar con-
Jugirter Punkfe. Dass im Allgemeinen nicht zwei Paare conjugirter
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Punkte den beiden Punktsystemen gemeinschaftlich sein konnen, ist
an sich klar, weil sonst die Punktsysteme identisch sein miissten.
(Vergl. § 31.)

Hieraus ergiebt sich inshesondere folgende Eigenschaft des ellipti-
schen Punktsystems: In ecinem elliptischen Punlktsystem giebt es alle-
mal zu eimem beliebig gegebenen Paare conjugirter Punkle ac ein cinziges
und bestimmites anderes Paar a'el, welches durch das erstere harmonisch
getrennt wird, d. h. so liegt, dass aaa'e' vier harmonische Punkte
sind, und zwar aea, ebenso a'e' zugeordnet. Beim hyperbolischen
Punktsystem ist dies nicht moglich.

Hat man ein elliptisches Punktsystem, bei dem ¢ und a'e'
zwei solche Paare conjugirter Punkte sind, die harmonisch durch
einander getrennt werden, so steht der Mittelpunkt o des Punktsystems
in eigenthiimlicher Beziehung zu den Mittelpunkten der Strecken aw
und e'e!, welche mt und m! heissen mbgen; es sind ndmlich m und
m' ein Paar conjugirter Punkte des gegebenen Punktsystems selbst,
und der vierte harmonische Punkt zu aeo ist m!, der vierte harmo-
nische zu a'e'o ist m, also (aeom’)= —1 und (a'e’om) = — 1.
Dies folgt leicht aus elementaren Sitzen, wenn man fiber ae und
ale' als Durchmesser zwei Kreise beschreibt, die sich rechtwinklig
schneiden u.'s. w.

|8. 17. Strahlsystem (Involution von Strahlenpaaren).

Der im vorigen Paragraphen durchgefiihrten Betrachtung steht
eine gleichlaufende zur Seite fiir zwei in der Weise auf einander
liegende (concentrische) projectivische Strahlbtischel, dass die ent-
sprechenden gleichen Winkel des einen oder des anderen System ver-
kehrt auf einander fallen. Da diese Betrachtung der vorigen ohne
Schwierigkeit nachgebildet werden kann, so geniige es, nur die Resul-
tate anzufithren, welche auch unmittelbar durch perspectivische Pro-
jection aus den vorigen abgeleitet werden kinnen:

- Liegen zwei projectivische concentrische Strahlbiischel in der Weise
auf einander, dass die Schenkel der entsprechenden rechten Winkel st,
s,t, verkelnt auf einander fallen: s auf t, und t auf s, so fallen dic
Schenkel simmtlicher Paare des einen oder andern Systems entsprechender
gleicher Winkel (zy) = (z,y,) oder (zy) == () (S. 37) verkehrt auf
einander, nimlich x auf y, und y auf x, und zwar findet dicses fiir das
eine oder andere System statt, je nachdem die Strahlbiischel gleichlaufend
oder ungleichlaufend sind.

Wenn bei zwei concentrischen projectivischen Strahlbiischeln die Schenl:cl
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wrgend eines Paares entsprechender gleicher Winkel verkehrt auf einander
fallen, zy auf y,z, so fallen simmitliche Paare von Schenkeln ent-
sprechender gleicher Winkel desjenigen Systems, welchem jenes Paor ange-
hirt, verkehrt auf emander.

Nur bei den Schenkeln der entsprechenden rechten Winkel s¢,
s, t,, welehe beiden Systemen gemeinschaftlich angehtren, kann sowohl
das eine, wie das andere System in der angegebenen Weise zur
Deckung gebracht werden, indem man die Strahlbiischel einmal gleich-
laufend, das andere Mal ungleichlaufend so auf einander legt, dass s
auf £, und ¢ anf s fillt. Ein solches Doppelgebilde heisst ein Strahi-
system (oder eine Imvolution von Strahlenpaaren), die Schenkel irgend
eines Paares verkehrt auf einander fallender entsprechender gleicher
Winkel ein Paar conjugirter Strahlen des Strahlsystems, die Schenkel
der auf einander fallenden entsprechendeén rechten Winkel s(#) und
t(s,) die Azen des Strahlsystems. Wenn die das Strahlsystem erzeu-
genden Strahlbiischel gleichlaufend sind, so heisst dasselbe ein elliptisches,
wenn sie ungleichlaufend sind, ein lyperbolisches; im letzteren Fall
liegen die besonderen Strahlen gg, auf einander und ebenfalls Ak
diese beiden Doppelstrahlen heissen die Asymptoten des hyperboli-
schen Strahlsystems; ihre Winkel werden gehilftet durch die Axen;
im ersten Fall giebt es keine Doppelstrahlen, es fallen indessen g auf
Iy, und & auf g,, ind diese besonderen Strahlen heissen Polenzstrahlen.

Sind z£ irgend ein Paar conjugirter Strahlen des Strahlsystems,
m und p die Axen, so ist immer:
tg (mz) - tg (mE) = const. ,
also auch: :

tg (u2) - bg (uE) = const.;

doch liegt beim elliptischen Strahlsystem ein Paar conjugirter Strahlen
x§ immer so, dass, wenn 2 in einem Quadranten (mu) liegh, & in
dem nebenliegenden Quadranten sich findet, wiihrend beim hyperbolischen
Strahlsystem jedes Paar £ in demselben Quadranten sich findet, also
beim elliptischen Strahlsystem jedes Paar xf durch die Axen my ge-
trennt wird, beim hyperbolischen keines; daraus folgt, dass simmdtliche
Paare conjugirter Strahlen eines hyperbolischen Strahlsystems zugeordnet-
harmonische Strahlen sind 2w den beiden Asymptoten, und auch umge-
“kehrt: Alle Paare zugeordnet-harmonischer Strahlen zu zwei festen
Strahlen bilden ein hyperbolisches Strahlsystem, dessen beide Asymptoten
die beiden festen Strahlen sind. Beim elliptischen Strahlsystem findet
dieses Verhalten nicht statt.

Ein Strahlsystem ist ein in sich projectivisches Doppelgebﬂde in
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der Art, dass, wenn man aus jedem Paare conjugirter Strahlen einen
herausnimmt und diese als ein Strahlbiischel abe. .. auffasst, die con-
Jugirten Strahlen e«fy ... ein mit dem ersten projectivisches Strahl-
biischel bilden und diese beiden Strahlbiischel in der angegebenen eigen-
thiimlichen Weise auf einander liegen. Wir knnen dabei die conju-
girten Strahlen ecines Paares mit einander vertauschen, ohne .jene
projectivische Beziehung zu alteriren, denn da die Strahlen eines sol-
chen Paares nach der urspriinglichen Entstehung des Strahlsystems
als z(y,) und z,(y) aufgefasst werden miissen, so kinnen sie sowohl
als zx, gelten, wie auch als y,y. Das Strahlsystem besitzt die allge-
meine Eigenschaft der Projectivitiit, dass es auf jeder beliebigen Trans-
versale ein Punktsystem ausschneidet, dessen Paare conjugirter Punkte
durch die Paare conjugirter Strahlen fixirt werden, und umgekehrt,
jedes Punktsystem mit irgend einem Punkte der Ebene durch Strahlen
verbunden liefert ein Strahlsystem.

Ein Strahlsystem ist vollstimdig bestimmit durch zwei Paarve (willleiir-
lich anzunehmender) conjugivter Strahlen; zwischen drei Strahlenpaaren
ac, bf, ¢y finden die aus der Gleichheit der Doppelverhiltnisse ent-
springenden Relationen statt:

{ sin (ab).sin (af)  sin (@c). sin (ay)

sin («b) . sin («f) sin (ec) . sin (ay)
e sin (be) . sin (by) sin (ba) . sin (be)

sin (fc) . sin (fy)  sin (Ba) . sin (fe)
l sin (¢a) . sin (ce) _ sin (¢b) . sin (¢f)

sin (ya) . sin (ya)  sin (y0) . sin (y§)
{ sin (af)-sin (by) - sin (¢ca) = sin (ap) - sin (be) - sin (¢f)
l sin (af) « sin (be) - sin (pa) = sin (ac) - sin (be) - sin (pB)
sin (by) - sin (ca) - sin (efB) = sin (ba) - sin (¢f) - sin («y)
l sin (¢e) - sin (ab) - sin (Bp) = sin (¢b) - sin (ayp) - sin (fe).

Es gilt folgendes leicht anzuwendendes Kriterium, um zu erkennen,
ob ein Strahlsystem, welches durch zwei gegebene Paare conjugirter
Strahlen ae, bB bestimmt wird, ein elliptisches oder hyperbolisches
ist: Wird das eine Strahlenpaar ae dwrch das andere bf getrennt, also
avch umgekehrt (d. h. fillt b in einen Winkelrawm aec und  in den
Nebenwinkelraum), so ist das Strahlsystem elliptisch; wird dagegen das
eine Strahlenpaor durch das andere mckﬁ getrenmt, so ist das Strahl-
system. hyperbolisch.

Ein eigenthiimliches Auftreten des Strahlsystems (oder Punkt-
systems) zeigt sich bei folgender Betrachtung: Sind drei beliebige
durch einen Punkt gehende Strahlen abe gegeben, so kann man zwei
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derselben in dreifacher Weise als zugeordnete Strahlen auffassen und
. zu dem jedesmaligen dritten den zugeordneten vierten harmonischen
Strahl construiren; seien b und ¢ zugeordnete und der vierte harmos
nische zu @ zugeordnete: «; anderseits ¢ und a zugeordnete und der
vierte harmonische zu & zugeordnete: 3, endlich « und & zugeordnete
und der vierte harmonische zu ¢ zugeordnete: p; dann ist:

(cbag)=—1 (acbf)=—1 (bacy)=—1.
Aus der Gleichheit der Doppelverhiltnisse:

(acbp) = (abey)
folgt, dass b und ¢ als ein Paar, p und y als ein zweites Paar conjugirter
Strahlen eines Strahlsystems genommen werden diirfen, welches a zu
einer Asymptote haben muss; die andere Asymptote ist aber e, weil
es zu @ der vierte harmonische Strahl ist, wihrend & und ¢ das andere
Paar zugeordneter Strahlen sind; mithin miissen auch ¢ und e« har-
monisch liegen zu  und p, also:

(yBaa) = —1, ebenso (appb) = —1 und (Baye)=-—1.

Es findet daher zwischen den 6 Strahlen abcapfy das eigen-
thiimliche reciproke Verhalten statt, dass die dre: ersten von den drei
leteten ebenso abhdngen, wie die drev leteten von den ersten.

Aus der Relation: i |

(cbaa) = (pfaa)
folgt sodann, dass aew, b, cy drei Paare conjugirter Strahlen etnes Strahl-
systems oder sechs Strahlen in Involution sind; ebenso bilden aber
auch ae, by, c¢f eine Involution, ay, bf, ca eine neue und endlich
af, ba, cy; von diesen vier Involutionen ist die erste elliptisch, die
drei andern sind hyperbolisch; ihre Asymptoten bilden selbst eine
elliptische Involution, welche mit der ersteren zusammenfillt.

Obwohl wir sehen, dass die durch die drei Elementenpaare ae,
bB, cp bestimmte Involution eine elliptische ist, so konnen wir doch
im algebraischen Sinne nach den Doppelelementen derselben: ¢4, fragen,
welche sowohl durch @e, als auch durch b und durch ¢y harmonisch
getrennt werden miissen; da aber auch be durch ae harmonisch ge-
trennt werden, so gehiren 47, und be einer Involution an, deren

eines Doppelelement a ist; wir haben demnach folgende projectivische
Reihen: -
(44,abe) = (4dach) und ebenso wegen bf
(it,abe) = (4,4cba) - und cyp. g
(ti,abe) = (iyibac)
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und hieraus folgt: .
(viy,ab) = (44, ca) = (ii,be) oder
(it,abe) = (di,bea) = (ti,cad) .
Hieraus ergeben sich die Werthe der Doppelverhiltnisse (iabe) und
(i,abe); setzen wir (vabe) = x, so folgt aus den Gleichheiten:
(iabe) = (ibca) = (icab)
1 r—1
i xrX = —— _ —
d. h. die quadratische Gleichung:
332—:8-|—1=0—:Eﬁ-—'}-
deren beide imaginiire Wurzeln:

LHV=8 g 1=V=3
2

die Werthe der Doppelverhiiltnisse:
: (tabe) und (3,abe)
sind, d. h. die imaginiren cubischen Wurzeln der negativen Einheit.
Ein solches System von 5 Elementen abeii;, von denen die beiden
letzten imaginiir sind, nennt man ein dquianharmonisches System von
5 Elementen®), weil zu drei willkiirlichen Elementen abe das vierte
4 dadurch bestimmt wird, dass von den Werthen, welche das Doppel-
verhiiltniss (¢abc) durch Vertauschung der Elemente {iberhaupt an-
nehmen kann, die drei verschiedenen:
1 @
G o R
einander gleich werden; diese Bedingung erfiillen die beiden imaginiiren
Elemente i4,; aus der vorigen Betrachtung ergeben sie sich als die
beiden imaginiren Doppelelemente einer elliptischen Involution: ae,
bB, ¢y. Wir erkennen sie aber auch als die-Doppelelemente zweier
in anderer Weise auf einander liegender projectivischer Gebilde: wenn
wir die Projectivitit zweier auf einander liegender Gebilde dadurch
bestimmen, dass wir die 3 Paare von Elementen sich entsprechen lassen:
abe
{ bea
hervor, wenn wir sich entsprechen lassen: {32; } , oder beide Fiille ver-

} , so sind die Doppelelemente ii,; dieselben Doppelelemente gehen

einigt, wenn wir die Elemente abe cyclisch fortschreiten lassen; daher
werden die in solcher Weise auf einander liegenden Gebilde auch cyelisch-
L ajectzmsck genannt. (Vgl. Aufgaben und Siitze am Ende dieses Abschnitts.)

*) Slehe Cremona: Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane,
Bologna 1862, Seite 21.
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Endlich miissen wir noch zwei besondere Fille eines Strahl-
systems erwihnen, in welehen dieses einen sehr einfachen Charakter
annimmt,. ' :

Im Allgemeinen giebt es in jedem Strahlsystem nur ein Paar zu
einander rechtwinkliger conjugirter Strahlen, die Axen des Strahlsystems,
weil es im Allgemeinen bei zwei projectivischen . Strahlbiischeln nur
ein Paar entsprechender rechter Winkel giebt. Andererseits diirfen wir
aber zur Bestimmung des Strahlsystems zwei Paare conjugirter Strahlen
willkiirlich annehmen, und es steht uns frei, diese Paare aa, bf so
anzunehmen, dass nicht allein ¢ und @ zu einander rechtwinklig sind,
sondern auch b und §8, also ein Strahlsystem zu bilden, welches zwei
Paare rechtwinkliger conjugirter Strahlen hat; ein solches Strahlsystem
muss natiirlich ein elliptisches sein, weil zwei rechte Winkel, die den-
selben Scheitel haben, einander nothwendig trennen; betrachten wir
aa als die Axen dieses Strahlsystems, so ist:

tg (az)- tg (ag) = const = tg (ab) - tg (ap),
weil aber

ap) = (ab) 4 90° und tg (af) = — ot ist, so folgt:
tg (ab

tg (az) - tg (ad) = — 1,

und hieraus ergiebt sich wieder, dass der Strahl § auf dem conjugirten
Strahl z senkrecht stehen muss, also simmtliche Paare conjugirter Strahlen
bilden rechte Winkel. Ein solches besonderes Strahlsystem, welches
nur aus rechten Winkeln besteht, die denselben Scheitel haben, wel-
ches also nicht nur e Axenpaar, sondern unendlich viele Axenpaare
hat, soll ein circulares Strahlsystem heissen und ist ein specieller
Fall eines elliptischen Strahlsystems. Wir schliessen also: Wenn cin
Strahlsystem zwei Paare rechtwinkliger cowjugirter Strahien hat, so sind
sismmiliche Paare conjugirter Strahlen rechtwinklig zw cinander und das
Strahlsystem ist ein circulares Strahlsystem.

Zweitens wissen wir, dass jedes Paar conjugirter Strahlen eines
hyperbolischen Strahlsystems zugeordnet-harmonische Strahlen zu den
Asymptoten sind; nehmen wir nun insbesondere die beiden Asymptoten,
welche zwei (zusammenfallende) Strahlenpaare vertreten, also zur Be-
stimmung des Strahlsystems gerade ausreichen, auf einander recht-
winklig an, so muss jedes Paar z£ mit ihnen gleiche Winkel bilden
(S. 16); hieraus geht ein Strahlsystem besonders einfacher Art hervor,
welches ein gleichseitig-Tuyperbolisches Strahlsystem heisst und die charakte-
ristische Eigenschaft besitat, dass seine Asymptoten zu einander recht-
winklig sind, also mit den Axen Winkel von 45° bilden; wir konnen
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auch sagen: Alle durch einen Punkt gehenden Strahlenpaare, welche
zu einem festen Strahl gleich geneigt sind, bilden ein gleichseitig-
hyperbolisches Strahlsystem.

Die involutorische Lage zweier projectivischer Gebilde fritt nicht
allein bei gleichartigen Gebilden auf, deren Triiger zusammenfallen,
also bei zwei aufeinander liegenden Punktreihen und bei zwei con-
centrischen Strahlbiischeln, sondern kann auch bei zwei verschieden-
artigen Gebilden: emmem Strahlbiischel und einer Punktreihe, deren
Triger beliebig in der Ebene liegen und die in projectivischer Be-
ziechung stehen, vorkommen. Dies ist der Fall, wenn die beiden
Gebilde B (abe...z...) und A (a,b,¢,...%, ...) derartig liegen,
dass jeder Strahl xz des Strahlbiischels durch einen Punkt vy, der Punkt-
reihe geht, dessen eutsprechender Strahl y den dem Strahle z ent-
sprechenden Punkt p, enthiilt. Dies tritt immer ein, sobald es nur
cinmal eintritt, und es bilden alsdann die Strahlenpaare xy ein Strahl-
system, die Punktpaare y,x, ein Punktsystem; dieses liegt mit jenem
perspectivisch. Wir sagen daher Strahlbiischel (/) und Punktreihe
() legen involutorisch, ein Verhalten, welches sich nicht selten bei
geometrischen Untersuchungen darbietet z. B. bei Pol und Polare eines
Kegelschnitts (§. 30).

§. 18. Vorkommen von Punktsystemen und Strahlsystemen beim voll-
stiindigen Viereck und Vierseit. Die Hauptsitze der Theorie
der Transversalen.

Punktsysteme und Strahlsysteme ftreten bei sehr vielen geo-
metrischen Untersuchungen auf; zuerst wurden sie bemerkt bei der
Figur des vollstindigen Vierecks und Vierseits. Sei ABCD ein voll-
stiindiges Viereck, und mogen sich die drei Seitenpaare:

BC, DA in z, Fig. 24.
C4, DB i y, if
AB, DC i 2, 4
den drei Diagonalpunkten, treffen; //
schneiden wir diese sechs Seiten des _\J//T/
vollstiindigen Vierecks durch irgend “% ' 7}5‘\ =
eine Transversale (beliebige gerade Py
Linie in der Ebene) und bezeich- 5’/ #
nen (Fig. 24) die Schnittpunkte / /
des Seitenpaars BC, DA auf ihr mit ¢ und «,
- : G ) A ke S 1

- - 7. W o 4 ] O R e A T

© Steimner, Vorlesungen 1I. 2. Aufl. ]
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so ist zuniichst identisch das Doppelverhiiltniss:
(axCB) = (zaBC() (Seite 7).
Die vier Punkte links azCB von A aus auf die Transversale
projicirt und rechts zaBC von D aus projicirt liefern die Gleichheit
der Doppelverhiiltnisse:

(aabe) = (aapy);
auf der Transversale finden sich also vier Paare entsprechender Punkte
zweier projectivischer Punktreihen dergestalt, dass die entsprechenden
gleichen Strecken ae¢ und «@ verkehrt auf einander fallen; die Punkt-
reithen bilden also (Seite 49) ein Punktsystem, d. h. awe, bg, ¢y sind
drei Paare conjugirter Punkte eines Punktsystems oder sechs Punkte
in Involution; also gilt der Satz:

Werden die drei Seitenpaare eines wollstindigen Vierccks durch eine
beliebige Transversale geschnitten, so bilden die Schnittpunkte drei Paare con-
jugirter Punkte eines Punkisystems (oder sind sechs Punkte in Involution).

Dieser Satz enthiilt als speciellen Fall in sich die harmonische
Higenschaft des vollstiindigen Vierseits (S. 18), denn geht die beliebige
Transversale insbesondere durch zwei Diagonalpunkte zy, so werden diese
die Asymptotenpunkte des Punktsystems (zusammenfallende conjugirte
Punkte) und die Schnittpunkte des dritten Seitenpaares miissen zu den
Asymptotenpunkten harmonisch liegen (8. 51). Der Satz selbst ist aber
wiederum nur ein specieller Fall eines allgemeineren, den wir spiter
finden werden und bei welchem das ganze Punktsystem zum Vorschein
kommt (§. 40). Aus dieser Eigenschaft des vollstiindigen Vierecks
ergiebt sich eine lineare Construction beliebig vieler Punktpaare
eines Punktsystems, von welchem zwei Paare conjugirter Punkte ae
und b8 gegeben sind; um niémlich zu .irgend einem Punkte ¢ des
Triigers den conjugirten p zu finden, ziehe man durch ¢ eine beliebige
Gerade und nehme auf ihr zwei beliebige Punkte 4 und B an; ver-
bindet man A und B mit @ und ¢, b und B und suche die Schnitt-
punkte (Aa, Bb) = P und (48, Ba) = @ auf, dann geht PQ durch
den gesuchten Punkt p, weil ABPQ ein Viereck ist, dessen drei
Seitenpaare in sechs Punkten der Involution getroffen werden.

Es driingt sich hierbei die Frage auf, wann fiir verschiedene
Lagen der Transversale das Punktsystem elliptisch und wann es hyper-
bolisch wird. Nach dem auf 8. b5 angegebenen Kriterium brauchen wir
bei der Bewegung der Transversale nur zwei Paare conjugirter Punkte
ae, bp zu verfolgen und nachzusehen, ob das eine Paar durch das
andere getrennt wird oder nicht; hierbei stellt sich nun das leicht
erkennbare Verhalten heraus: Sobald von den vier Fcken des vollstéindigen
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Vierecks eine gerade Anzahl zu beiden Seiten der Tramsversale liegt (zwei
oder vier auf der einen und zwei oder leine auf der andern), ist das
Punkisystem hyperbolisch; liegt aber eine ungerade Anzahl zu beiden Seiten
der Transversale (also eine oder drei Ecken auf einer Seite und drei oder
cine auf der andern), so ist das Punktsystem elliptisch.

Dieses Kriterium gilt indessen nur dann, wenn die vier Heken
des vollstindigen Vierecks so liegen, dass jede ausserhalb des von
den drei andern gebildeten Dreiecks sich befindet (Fig. 24); liggen
sie dagegen so, dass eine innerhalb des von den drei andern gebildeten
Dreiecks sich befindet, so tritt gerade das umgekehrte Verhalten ein:
Liegt eine gerade Anzahl von Fcken zu beiden Seiten der Transversale,
so ist das Punktsystem elliptisch, liegt eine ungerade Anzahl von Kcken
zu beiden Seiten derselben, so ist das Punktsystem hyperbolisch™®).

Ein besonderer Fall der Eigenschaft des vollstindigen Vierecks
fithrt zu einem Hauptsatze der sogenannten Transversalen-Theorie. Denken
wir uns néimlich eine der vier Ecken des vollstiindigen Vierecks ins
Unendliche geriickt, es sei D), so werden die drei Strahlen D4, DB,
DC parallel und es bleibt nur das
Dreieck ABC im Endlichen, dessen
Seiten von einer Transversale in den
Punkten abe geschnitten werden,
withrend drei durch die Ecken A BC
in  beliebiger Richtung gezogene
Parallelen die Transversale in afiy P
treffen (Fig. 25). Tassen wir nun L TR S TR T

Fig. 25.

B 3
die in § 16 gefundene Relation II.
fiir sechs Punkte einer Involution: s

af . by .ce =ay . ba.cf

*) Ein Punktsystem tritt auch bei beliebig auf einander gelegten Triigern zweier
projectivischer Punktreihen auf, deren Doppelpunkte reell sind; seien nimlich aq,
und 6D, irgend zwei Paare entsprechender Punkte zweier projectivischer Punkt-
reihen, deren Triiger zusammen liegen, und g und ) die Doppelpunkte, so findet
die Gleichheit der Doppelverhiiltnisse statt:

(ghab) o (SIJHI E'1)
= (hgb,a,) (Seite 7),
und da die Strecke qf) verkehrt auf die Strecke fg fiillt, so bilden (Seite 55) ab,,
a,b und gY) ein Punktsystem oder sind 6 Punkte in Involution, also:

Sind bei zwei beliebig auf einander liegenden projectivischen Punkireihen a
wnd a,, b und b, zwei Paare entsprechender Punlte und g und 1) die Doppelpunkite,
so sind immer die drei Pumktpaare ab,, ba, und gf drei Paare conjugirter
Punlte eines Punktsystems oder sechs Punkte in Involution.

Hieraus folgt insbesondere:

o
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ins Auge und ersetzen wegen der Parallelitit die Verhiiltnisse der Ab-
schnitte auf der Transversale durch die analogen Verhiiltnisse der Ab-
schnitte auf den Dreieckseiten:
20 e Madiy oA
ay aC? ba bA?cp  ¢B’
d. h. ersetzen wir die Buchstaben ¢fy durch ABC, so finden wir:
Ab:Be¢-Ca= A¢- Ba-Cbh,
d. h.: Werden dic Seiten eines Dreiecks ABC durch eine Gerade (Trans-
versfle) in den Punkten abe getroffen, so bestimmt jeder Schnittpunkt
auf der betreffenden Seite zwei Abschmitte: aB wnd aC, bC und b4,
cA und ¢B; das Product dreier wicht zusammenstossender Abschwitte ist
gleich. dem Product der drei iibrigen nicht zusammenstossenden Abschnitte,
Fassen wir die vorige Relation in der Gestalt auf:
1 g : é.g . Ei =1
5 a0 b4 sB 2
so driickt jeder Factor das Verhiltniss der beiden Abschnitte aus,
welche der Schnittpunkt der Transversale und je einer Seite auf dieser
bildet, und die Bedingung dafiir, dass die drei Punkte abc in gerader
Linie liegen, ist die, dass das Product dieser drei Verhiltnisse = 1
sei; es giebt aber auf jeder Seite des Dreiecks noch einen zweiten
Theilpunkt, welcher absolut genommen dasselbe Verhiiltniss der Ab-
schnitte darbietet, seiner Lage nach aber das entgegengesetzte (8. 10),
niimlich den jedesmaligen vierten harmonischen Punkt, welcher dem
Schnittpunkt mit der Transversale zugeordnet ist, wihrend die beiden
Ecken der Dreiecksseite das andere Paar zugeordneter Punkte sind;
bezeichnen wir diese wvierten harmonischen Punkte entsprechend mit
a,b,¢, (Fig. 26), so haben wir:
5 %+%=0 : 5’34—5"—5:0; L z“i%=0 (Seite 12).
Fig. 26. Was nun die Lage der Punkte
a,b e, betrifft, so sind sie leicht zn
construiren mach §. 8; man verbinde
den Schnittpunkty Aa, Bb) mit C, so
schneidet ihre Verbindungslinie die
Gerade AB in ¢; wegen der Kigen-
schaft des vollstindigen Vierecks
Aa Bb.

Sind ac und b zwei Paare comjugirter Punlite eines hyperbolischen Pumlit-
systems, dessen Asymptotenpunkte g und h sind, so bilden wmmer die drei Punlit-
paare afi, be und gh eine neue Involution oder sind drei Punlipaare eines
newen Pumnlktsystems. 3

Hieraus folgen die von Hesse im 63. Bande des Crelle-Borchardt™schen Jour-
nals in dem Aufsatze ,zur Involution* Seite 179 angegebenen Siitze,
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Es schneiden sich also Aa, Bb, C¢ in einem Punkte,
ebenso Bb, C¢, Aa, - - 5
~smale s Aa <Bliss : :

Ferner liegen c¢b, @, in einer geraden Linie, weil die vier von
¢ nach bOb A gehenden Strahlen vier harmonische sind und daher
auch die Gerade CB in vier harmonischen Punkten treffen miissen;
von diesen sind drei aCDB, der vierte harmonische dem @ zugeordnete
ist @, folglich muss der vierte Strahl ¢f, durch @, gehen, also liegen

.

¢ b, a, in einer Geraden,
ebenso a¢ b, - - =
s b g i - -

?
3
endlich schneiden sich auch
Aag, Bb, Ce
in einem Punkte wegen der harmonischen Eigenschaft des vollstiindi-
gen Vierecks ABa,b, .

Fithren wir in die Relation 1. die Punkte a0 ¢, ein vermittelst
der Beziehungen 2., so ergiebt sich:

%Bé_ "g—% i 2% =1 (a b ¢ in gerader Linie)

;lic"a;{‘%ﬁf—l(albcl- - =

2@'%"%—1 (abe - e - )

; :ig - I%Tfig : 2; = —1 (da,, Bb,, C¢ schneiden sichin 1 Punkte)

:115'%'%:_1(*4“1:30,00 - S et oty
- %'§:§°%=ﬁl(ﬂca,Bbl,0c ? e A

%'%'%’%z“l(ﬁa:lﬁycq - SR

Da (Seite 9) der Werth eines solchen Verhiltnisses i—% positiv

oder negativ ist, je nachdem der Theilungspunkt x ausserhalb der
Strecke A B oder zwischen 4 und DB liegt, und das Product dreier
solcher Factoren nur positiv sein kann, wenn keiner oder zwei von
ihnen negativ sind, dagegen negativ ist, wenn einer oder alle drei
negativ sind, so folgt aus 1., dass, wenn eine gerade Linie die Seiten
eines Dreiecks trifft, von den Sclinittpunkten entweder keiner oder
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zwel zwischen den Dreiecksecken liegen miissen, aus II., dass, wenn
drei durch einen Punkt und die Ficken eines Dreiecks gehende Strahlen
die Seiten desselben in drei Punkten treffen, entweder nur einer oder
alle drei zwischen den Dreiecksecken liegen miissen, und dass in beiden
Filllen von den sechs durch die Theilungspunkte auf den Seiten ge-
bildeten Abschnitten das Product dreier nicht zusammenstossender
gleich dem Product der drei andern ist.

Diese Erweiterung des vorigen Satzes gestattet jetzt die Um-
kehrung desselben, welche folgendermassen lautet: Wenn in den
Seiten eines Dreiecks (oder deven Verlingerungen) ABC sich drei Punlite
abe finden, von solcher Beschaffenheit, dass von den sechs Abschwitten,
welche auf den Dreiecksseiten durch die Punkle abe gebildet werden: a B,
aC, bC, bA, cA, ¢cB, das (absolut gemommene) Product dreier nicht
zusammenstossender gleich dem Product der drei andern wicht zusammen-
stossenden  Abschnitte ist, so liegen entweder die drei Punkle abe in
gerader Linie (% . g—% . —2-; =41 ) , sobald von ihnen keiner oder
zwei zuischen den Dreiecksecken liegen; oder die drei Verbindungslinien
alhied 1)
aC bAd eB 2
sobald von den Punkten abe emner oder alle drei zwischen den Drevecks-
eclen liegen. In dieser Gestalt liefert der Satz ein niitzliches und oft
angewendetes Kriterium, um zu erkennen, ob gewisse drei Punkte in
gerader Linie liegen oder gewisse drei Linien sich in einem Punkte
schneiden, und ist das Fundament einer umfangreichen und vorziiglich
von franzosischen Geometern (Carnot, Brianchon, Poncelet u. A.) aus-
gebildeten Theorie (théorie des transversales). Die umgekehrten Sitze
sind seit langer Zeit bekannt und stammen von Menelaos und de Céva
her., Zugleich ergiebt sich béiliufig der Satz:

Aa, Bb, Cc schneiden sich in einem Punkte (

Werden die Seiten eines Dreiecks durch eine Transversale geschnitten
und die zuw den Sclmittpunkten und je zwei Dreiecksecken zugeordneten
vierten. harmonischen Punlite auf den Dreiecksseiten. mit den gegeniiber-
liegenden Ecken verbunden, so laufen diese drei Linien durch einen Punkt,
und umgekehrt: Verbindet man einen Punkt in der Ebene eines Dreiecks
mit den Ecken desselben und construirt eu diesen drei Strahlen den jedes-
maligen wvierten harmonisch-zugeordneten Strahl, indem je zwer Drei-
ccksseiten das andere Paar zugeordneter Strahlen sind, so treffen die so
construirten drei Strahlen die gegewiiberliegenden Dreiecksseilen in drei
Punliten, welche in einer Geraden liegen. :

Dieser Satz ist von besonderem Interesse darum, weil er eine
eigenthiimliche (reciproke) Zuordnung von simmtlichen Geraden einer
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Ebene zu den Punkten derselben hervorruft; worauf hier niiher ein-
zugehen der Raum nicht gestattet. Es bleibt noch iibrig, die analoge
Betrachtung fiir das vollstindige Vierseit, d. h. vier beliebige in der
Ebene liegende gerade Linien anzustellen; da der Gang der Unter-
suchung aber genau derselbe ist, so geniige es, die Resultate anzu-
geben:

Werden die drei Paar Gegenecken eines vollstindigen Vierseits d. h.
wenn UABCED die Seiten des vollstiindigen Vierseits, vier beliebige
unendlich lange Gerade in der Ebene, bedeuten, die Schnittpunkt-
paare:

(A, B) und (€, D)

(%, €) - (B, D)

(A D) - (B, 6)
mit irgend einem Punkte der Ebene durch gerade Linien verbumden, so
bilden dieselben drev Paare conjugivier Strahlen eines Stralilsy Jste)me oder
sind sechs Strahlen in Involution.

Wenden wir das oben gegebene Kriterium (Seite 61) an, um zu
entscheiden, wann das Strahlsystem ein elliptisches und wann es ein
hyperbolisches wird, so finden wir fiir die Lage des Punktes in dem
einen oder andern Falle verschiedene Regionen der Ehene. Durch die
vier geraden Linien ABED wird nimlich die ganze unendliche Ebene
in elf Gebiete zerschnitten, von denen drei einen endlichen, die andern
acht einen unendlich grossen Inhalt haben; von diesen elf Riiumen
sind fiinf von solcher Beschaffenheit, dass, wenn in ihnen der Punkt
liegt, sein Strahlsystem hyperbolisch wird (wir haben diese Riiume
in Fig. 27 mit A bezeichnet), die andern sechs Riiume aber liefern
ftir jeden in ihnen enthaltenen Punkt ein elliptisches Strahlsystem.
Die Seiten des vollstindigen Vierseits tremnen die Réume (%) von
den Riiumen (e). g

Die fiinf Riume % sind gerade diejenigen, in welche die drei
Diagonalen des vollstéindigen Vierseits Fig. 1.
hineinfallen, wihrend die sechs Ridume
¢ von den Diagonalen nicht getroffen
werden.

Insbesondere kann man nach solchen
Punkten P in der Ebene fragen, fiir
welche das Strahlsystem, welches nach den
drei Paar Gegenecken des vollstiindigen
Vierseits e, bf, ¢y geht, ein circulares
wird. Es giebt im Allgemeinen und hichtens zwei solche Punkte in
der Ebene; denn beschreibt man iiber ae und iiber bp als Durch-
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messer zwei Kreise, so schneiden sich dieselben in den gesuchten Punkten
P und P’; es muss also auch der Kreis, welcher iiber ¢y als Durch-
messer beschrieben wird, durch dieselben beiden Punkte P und P’
gehen, weil alle Paare conjugirter Strahlen eines ecircularen Strahl-
systems auf einander rechtwinklig sind; hieraus folgt, dass die Mitten
der drei Diagonalen ac, bf, cy eines vollstindigen Vierseits auf einer
Geraden liegen miissen. Diese Eigenschaft bleibt erhalten, auch wenn
~die Kreise iiber aa und bB als Durchmesser sich nicht treffen, also
die Punkte P und P’ nicht reell sind. (Siehe §. 45.)

$ Fragt man nach solchen Punkten P in.der Ebene des vollstindigen
Vierseits, fiir welche das zugehdrige Strahlsystem ein gleichseitig-hyper-
bolisches wird, so ergiebt sich als Ort derselben eine Curve dritten
Girades von besonderer Art®).

Lassen wir eine von den vier Geraden (sei es @) in die Unend-
lichkeit riicken dadureh, dass wir zwei ihrer Schnittpunkte ins Unend-
liche ‘versetzen, womit die ganze gerade Linie ins Unendliche geht,
also auch ihr dritter Schnittpunkt, so bleibt nur ein Dreiseit ABE
im Endlichen zuriick; die drei Diagonalen werden die durch die Ecken
des Dreiseits zu den Seiten gezogenen Parallelen; verbinden wir einen
beliebigen Punkt P der Ebene mit den Kcken des Dreiseits und ziehen
durch ihn Parallele zu den gegeniiberliegenden Dreiecksseiten, so -er-
halten wir in P sechs Strahlen in Involution; bezeichnen wir mit abe
die ersteren drei Strahlen und mit «fy die letzteren, so gilt nach
8. 17 II%. die Relation:

sin (ap) sin (by) sin (ca) = sin (ap)sin (be) sin (cf) ;

weil aber «fy resp. parallel laufen ABE, so konnen wir auch
schreiben:
sin (a®) sin (6€) sin (¢c¥A)

sin (a€) sin (b)) sin (¢B) 1

und erhalten den Satz:
Verbindet man bei cinem Dreiseit ABC die Ecken desselben (A, B)
(B, €) (C, A) mit einem belichigen Punkle der Ebene durch Strahlen
¢ a, b, so zerfillt jeder Winkel des Dreiseits durch je einen dieser
Strahlen in zwei Theilwinkel: (¢20), (¢B), (a9®), (aC), (6€), (bA); das
Product der sinus dreier solcher Theilwinkel, deren Schewkel wicht an
cinander stossen, ist gleich dem Product der sinus der drei iibrigen.
Die Vervollstindigung und Umkehrung dieses Satzes laulet, analog
dem Obigen, wie folgt:
Wenn durch die Ecken eines Dreiseits ABC drei Straklen abc von

#) 8. Math. Annalen. Bd. V. Seite 50.
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solcher Beschaffenheit gehen, dass von den sechs Theilwinkeln, in welche
die Winkel des Dreiseits durch die Strahlen zerfallen: (aB) (a@), (b€)
(690, (¢A) (¢B) das Product (absolut genommen) der sinus dreier, die
keinen gemeinschaftlichen Schenkel haben, gleich dem Product der sinus
der drei andern Theilwinkel ist, so schneiden sich 1) entweder die drei
Strahlen a b ¢ in einem Punkte, nimlich sobald von den Sehnittpunkten
(%, a) (B, B) (€, ¢).der Strahlen mit den gegeniiberliegenden Seiten des
Dreiseits einer oder alle drei zwischen den Ecken des Dreiseits liegen,
oder 2) diese drei Schwittpunlte der Strahlen abc mit den gegewiiber-
liegenden Seiten ABE liegen in einer geraden Linie, sobald von thnen
Teiner oder zwei zwischen die Ecken des Dreiseits fallen.

FEs liegt nicht in unserer. Absicht, auf die mannichfachen An-
wendungen dieser Fundamentalsitze der Transversalentheorie einzu-
gehen, vielmehr kam es nur darauf an, den Zusammenhang derselben
mit der Involution anzudeuten und dadurch auch jene Theorie auf die
gemeinsame Quelle projectivischer Beziehungen zuriickzufiihren.

§.19. Besondere Félle projectivischer Beziehung: Aehnlichkeit, Gleichheit.

Die perspectivische Lage zweier Gebilde gestattet einige beson-
dere Annahmen, welche zu besonderen Fillen projectivischer Beziehung
fithren und hier noch erdrtert werden miissen.

@) Es kann bei der perspectivischen Lage eines Strahlbiischels und
einer Punktreihe derin §. 2 ausgeschlossene besondere Fall eintreten, dass
der Mittelpunkt B des Strahlbiischels in dem Triiger % der Punktreihe
selbst liegt; es treffen alsdann alle durch B gehende Strahlen die
Punktreihe ¥ in einem einzigen Punkte, dem Punkte B selbst, mit
Ausnahme eines einzigen durch B gehenden Strahls, desjenigen nim-
~ lich, welcher mit dem Triiger U der Punktreihe zusammenfillt; jeder
Punkt der Punktreihe darf als ein Schnittpunkt dieses besonderen
Strahles mit dem Triiger der Punktreihe angesehen werden, und die
projectivische Beziechung beider Gebilde gestaltet sich in der eigen-
thiimlichen Weise, dass allen Strahlen des Strahlbiischels ein einziger
Punkt der Punktreihe entsprechend ist mit Ausnahme eines Strahls,
welchem simmtliche Punkte der Punktreihe entsprechen. KEs ist
wichtig, auch ein solches Verhalten, welches bei geometrischen Unter-
suchungen sich dfters darbietet, als projectivische Beziehung aufzufassen.

Ebenso kann es bei der perspectivischen Lage zweier Pnukt-
reihen vorkommen, dass der Projectionspunkt (§. 10) in eine der
beiden Geraden selbst zu liegen kommt; in diesem Fall werden die
allen Punkten der andern Geraden entsprechenden Punkte in einem
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Punkte der ersteren (dem Projectionspunkte) vereinigt sein mit Aus-
nahme eines Punktes, des Schnittpunktes beider Triger, welchem
wiederum alle Punkte der ersten Geraden als entsprechend angesehen
werden miissen. Ebenso ist es bei der perspectivischen Lage zweier
Strahlbiischel, wenn der perspectivische Durchschnitt (Seite 21) durch
einen der Mittelpunkte selbst hindurchgeht; in diesem Fall entspricht
allen Strahlen des einen Strahlbiischels ein einziger Strahl des andern
mit Ausnahme eines einzigen Strahls, dem wiederum simmtliche Strahlen
des andern Strahlbiischels entsprechen; diese beiden isolirt stehenden
Strahlen sind der perspectivische Durchschnitt und die” Verbindungs-
linie der Mittelpunkte. Wir werden spiiter diesem sogenannten para-
bolischen Fall projectivischer Beziehung ofters begegnen.

b) Wenn der Mittelpunkt eines Strahlbiischels in die Unendlich-
keit riickt, so geht das Strahlbiischel in ein Biischel von Parallellinien
iiber; welche dieselbe Richtung haben; ein solches Gebilde ist eben-
falls als ein Strahlbiischel von Parallelstrahlen anzusehen. Das Doppelver-
hiltniss von irgend vier Strahlen abed eines solchen Strahlbiischels wird
(obgleich die Winkel zwischen je zweien simmtlich 0 sind) gleich dem
von den vier Schnittpunkten irgend einer Transversale mit ihnen sein,
und insbesondere, wenn man durch (zy) den Abstand zweier Parallelen
xy bezeichnet,

ac ad
(abcd) = 373 : m 3

wo also die Abstinde an Stelle der sinus der Winkel treten.

Wenn zwei Punktreihen in perspectivischer Lage ihren Projections-
punkt im Unendlichen haben, also siimmtliche Projectionsstrahlen
parallel laufen, so gehen die hesonderen Punkte v und g, selbst ins
Unendliche, denn ein Projectionsstrabl, welcher durch den unendlich
entfernten Punkt q” der ersten Punktreihe und durch den unendlich
entfernten Projectionspunkt geht, fillt ganz ins Unendliche, trifft also
auch die andere Punktreihe in dem entsprechenden Punkte q,, der im
Unendlichen liegen muss; es fallen also t und q° zusammen, ebenso
wie 1,” und q,, oder dic unendlich- entfernten Pumlkte beider Punkit-
reihen sind entsprechende; die Gleichheit der Doppelverhiiltnisse ver-
einfacht sich in diesem Fall, weil die entsprechenden Punkte q* und
qr beide unendlich entfernt sind; das Doppelverhiltniss:

(abeq®) = (a,b,c,07)
geht iiber in:

ac e

T T
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d. h. irgend zwei Abschnitte auf einer Punktreihe haben dasselbe Ver-
hiltniss zu einander, wie die entsprechenden Abschnitte der andern
was denn auch bei der perspectivischen Lage aus bekannten Elementar-
siitzen der Aehnlichkeit folgt. Aus diesem Girunde heissen zwei solche
projectivische Punktreihen, bei denen entsprechende Strecken in con-
stantem Verhiiltniss zu einander stehen, projectivisch-ihnliche Punli-
rethen und haben die charakteristische Eigenschaft, dass ihre unendlich
entfernten Punkte entsprechende Punkte sind; auch umgekehrt sind
zwei projectivische Punktreihen immer projectivisch-ihnlich, sobald
ihre unendlich entfernten Punkte entsprechende sind. Die Beziehung
zweier projectivisch-ihnlichen Punktreihen ist schon durch zwgl will-
kiirlich als entsprechend angenommene Punktpaare vollstiindig be-
stimmt, weil die unendlich-entfernten Punkte als das dritte Paar ent-
sprechender Punkte eo ipso gegeben sind. Es ist ferner zu bemerken,
dass, weil bei zwei projectivisch-ihnlichen Punktreihen die unendlich-
entfernten Punkte selbst entsprechende sind, jedem endlichen Punkte
der einen Reihe immer ein endlicher der andern entsprechen muss.
Entsprechende gleiche Strecken kann es bei zwei projectivisch-ihnlichen
Punktreihen im Allgemeinen niemals geben, weil das Verhiltniss
irgend zweier entsprechender Strecken immer dasselbe constante ist.
Dies ist nur ein scheinbarer Widerspruch zu unserm allgemeinen Re-
sultat, dass es bei zwei projectivischen Punktreihen unendlich viele "
entsprechende gleiche Strecken giebt, denn da hier die unendlich-ent-
fernten Punkte q” und g7 emtsprechend sind, so giebt es auch hier
in gewissem Sinne entsprechende Strecken: q*p und 7'y, die beide
unendlich gross als gleich angesehen werden konnen.

Bs kann aber vorkommen, dass inshesondere das constante Verhilt-
niss bei zwei projectivisch - ihnlichen Punktreihen = 1 wird, dann
werden alle entsprechenden Strecken einander gleich sein:

ab==0;b, -

in diesem Fall heissen die Punktreihen projectivisch-gleich. Zwei pro-
jectivisch-gleiche Punktreihen sind also solche, bei denen je zwei ent-
sprechende Strecken einander gleich sind. Fiir die perspectivische
Lage und bei beliebiger Lage der Triiger muss der Projectionspunkt
nicht nur im Unendlichen liegen, sondern einer derjenigen beiden
unendlich-entfernten Punkte sein, welche in den Richtungen der Halbi-
rungslinien der Winkel zwischen den Triigern liegen, was aus bekannten
Elementarsiitzen der Congruenz folgt. Die Beziehung zweier projecti-
visch-gleicher Punkfreihen ist durch ein einziges willkiirlich als ent-
sprechend angenommenes Punktpaar vollstindig bestimmt, weil sie
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ausserdem die unendlich - entfernten Punkte als zweites Paar ent-
sprechender Punkte haben und irgend ein drittes Paar durch den
Werth 1 des constanten Verhiiltnisses entsprechender Strecken erhalten
wird, ay = a,x,, wobei es allerdings zweifelhaft bleibt, ob der dem g
entsprechende Punkt y;, mach der einen oder entgegengesetzten Seite
von a, liegt, was durch die alleinige Annahme des Paares aa, noch
nicht hestimmt wird. e

Werden zwei projectivisch-ihnliche Punktreihen beliebig auf ein-
ander gelegt, so giebt es immer ausser dem schon vorhandenen un-
endlich-entfernten Doppelpunkte noch einen bestimmten zweiten Doppel-
punkt, dessen Construction auf 8. 48 angegeben ist; die beiden Doppel-
punkte sind also bei projectivisch-ihnlichen Punktreihen, welche auf
einander liegen, immer reell, mégen die Punktreihen gleichlaufend
oder ungleichlaufend sein.

Werden zwei projectivisch-gleiche Punktreihen beliebig auf ein-
ander gelegt und sind sie gleichlanfend, so fillt auch der zweite
Doppelpunkt in die Unendlichkeit, was sich aus der Construction des-
selben ergiebt, und keine zwei entsprechende Punkte fallen im End-
lichen zusammen, aber es kann auch vorkommen, dass alle Paare
entsprechender Punkte tiber einander. fallen; dies tritt immer ein, so-
bald irgend ein Paar entsprechender Punkte, ausser den unendlich-
‘entfernten, zusammenfillt. Sind dagegen die projectivisch-gleichen
Punktreihen, welche auf einander liegen, ungleichlanfend, so giebt es
ausser dem unendlich-entfernten Punkte moch einen Doppelpunkt im
Endlichen, welcher in der Mitte liegt zwischen allen Paaren ent-
sprechender Punkte. Zwei solche auf einander liegende projectivisch-
gleiche Punktreihen, welche ungleichlaufend sind, constituiren daher
immer ein Doppel-Gebilde, wie es bereits oben (8. 52) als gleichseitig-
hyperbolisches Punktsystem - bezeichnet worden ist.

Zwei projectivisch-iihnliche Punktreihen konnen nie so auf ein-
ander gelegt werden, dass sie ein Punktsystem bilden, weil es bei
ihnen keine entsprechende gleiche Strecken von endlicher Liinge giebt.

Durch besondere Annahme fiir die Lage des Projectionspunktes
bei beliebiger Lage der Triiger zweier perspectivischer Punktreihen
kamen wir zu den angegebenen besonderen Fillen ihnlicher und
gleicher Punktreihen; lassen wir den Projectionspunkt beliebig und
nehmen fiir die Triiger besondere Lagen an, so erhalten wir dieselben
- speciellen 1'ille; wenn nimlich die Triger der beiden Punktreihen
einander parallel laufen, so werden die auf ihnen entstehenden Punkt-
reithep bei beliebiger Annahme des Projectionspunktes projectivisch-
iihnlich, weil die unendlich-entfernten Punkte entsprechende werden;
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“liegt der Projectionspunkt zwischen den beiden Trigern, so werden
dig Punktreihen ungleichlaufend sein (ihr Richtungssinn entgegen-
gesetzt); liegt er aber auf derselben Seite von beiden Trigern, so
werden die Punktreihen &leichlaufend sein. Liegt endlich bei parallelen
Triigern der Projectionspunkt im Unendlichen, so werden die Punkt-
reihen projectivisch-gleich; es komnen aber auch projectivisch-gleiche
Punktreihen bei parallelen Triigern dadurch hervorgerufen werden,
dass der Projectionspunkt zwischen beiden Trigern gleich weit von
ihnen abstehend angenommen wird.

¢) Die perspectivische Lage zweier Strahlbiischel kann nur dadurch
eine besondere Vereinfachung erlangen, dass der perspectivische Durch-
schnitt in die Unendlichkeit riickt, dadurech werden je zwel entsprechende
Strahlen parallel; die Strahlbiischel heissen projectivisch-gleich, weil je
zwei entsprechende Winkel gleich sind:

{al) =i(a.b, ).

Die Strahlbiischel haben gleichen Drehungssinn, sind gleichlanfend;
aber auch bei endlicher Annahme des perspectivischen Durchschnitts
konnen wir projectivisch-gleiche Strahlbiischel erhalten, wenn wir
niimlich den perspectivischen Durchschnitt in der Mitte zwischen den
Mittelpunkten BB, beider Strahlbiischel auf ihrer Verbindungslinie
senkrecht annehmen; dann haben sie aber entgegengesetzten Drehungs-
sinn, sind ungleichlaufend. Zwei projectivisch-gleiche Strahlbiischel
sind durch ein einziges willktirlich angenommenes Paar entsprechender
Strahlen vollstiindig bestimmt, sobald noch hinzugefiigt wird, dass sie
gleichlaufend oder ungleichlaufend sein sollen, was sonst unentschieden
bleibt. Haben zwei gleichlaufende projectivisch-gleiche Strahlbiischel
irgend ein Paar entsprechender Strahlen parallel, so sind simmtliche
Paare entsprechender Strahlen parallel, ihre Schnittpunkte liegen also
alle im Unendlichen. Die Verbindungslinie der Mittelpunkte enthilt
aber bei dieser Lage zwei entsprechende Strahlen, die zusammenfallen,
folglich sind die beiden Strahlbiischel in perspectivischer Lage (Seite 25).
Da nun bei der perspectivischen Lage zweier Strahlbiischel im All-
gémeinen immer die Schnittpunkte entsprechender Strahlen auf einer
Geraden liegen, so halten wir dies consequenter Weise auch fiir diesen
ausgezeichneten Fall fest. Wir sagen daher: ,alle unendlich entfernten Punkte
der Flbene licgen in einer Geraden”, und nennen diese Gerade G, die wn-
endlich-entfernte Gerade; sie bedeutet uns nichts anderes, als den per-
spectivischen Durchschnitt zweier gleichlaufender projectivisch-gleicher
Strahlbiischel in perspectivischer Lage. Werden zwei projectivisch-
gleiche Strahlbiischel concentrisch gelegt, so fallen, wenn sie gleich-
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laufend sind, entweder gar keine entsprechenden Strahlen auf einander,
oder es fallen siimmtliche Paare entsprechender Strahlen auf einander,
so dass also die Strahlbiischel identisch liegen.

Stehen irgend zwei entsprechende Strahlen bei zwei concentrisch
liegenden projectivisch-gleichen Strahlbiischeln, welche gleichlaufend
sind, auf einander senkrecht, so stehen alle Paare entsprechender
Strahlen auf einander senkrecht, und dies Doppelgebilde fillt znsammen
mit dem oben (Seite 64) angegebenen circularen Strahlsystem.

Wenn die beiden Strahlbiischel dagegen ungleichlaufend sind, so
fallen zwei Paare entsprechender Strahlen auf einander; diese Doppel-
strahlen sind zu einander rechtwinklig und zwar die Halbirungs-
linien der Winkel irgend eines Paares entsprechender Strahlen (zz,).
Zwei solche concentrische projectivisch-gleiche Btrahlbiischel con-
stituiren daher immer ein Doppel-Gebilde, wie es bereits oben (8. 64)
als gleichseitig-hyperbolisches Strahlsystem bezeichnet worden ist.

Ein circulares Strahlsystem schneidet die unendlich entfernte
Gerade (_ in einem Punktsystem von ausgezeichneter Art und unver-
iinderlicher Natur; es ist elliptisch, weil das cireulare Strahlsystem
elliptischer Art ist, und hat also imaginiire Doppelelemente. Dieses
. ausgezeichnete Punktsystem ist vollig unabhiingig von der Lage des
circularen Strahlsystems, durch welches wir es uns hervorgerufen
dachten. Es besteht aus simmtlichen Paaren unendlich-entfernter Punle,
die in je zwet zu emander rechtwinkligen Richtungen liegen, und seine
beiden imaginiiren Doppelpunkte heissen die beiden imaginiiren Kreis-
punkte im Unendlichen. Obwohl, sie nicht reell vorhanden sind, so ist
das Punktsystem auf G, als dessen Doppelpunkte sie erscheinen,
vollig reell construirbar. Da dies hiufig bei geometrischen Fragen
sich darbietet, so bedient man sich auch hiufig der abkiirzenden Be-
zeichnung der beiden imaginiren Kreispunkte im Unendlichen.

Aufgaben und Sa'a;tzé.

1. Es sind gegeben eine gerade Punktreihe U (abc¢...) und ein mit
derselben projectivisches Strahlbiischel B (abe...); es soll
@) eine Transversale in der Ebene gezogen werden, welche das
Biischel in einer mit der gegebenen gleichen Punktreihe schneidet.
b) ein Punkt in der Ebene gefunden werden, so dass ein von
ihm aus durch die Punktreihe gelegtes Strahlbiischel mit dem
gegebenen (B) gleich sei,
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¢) die Anzahl der moglichen Lisungen und ihre Beziehung zu
einander untersucht werden.
Sind vier harmonische Strahlen abed gegeben, also das Doppel-

verhiiltniss:
(abed) = —1,

und ist m ein Halbirungsstrahl des Winkels (@, b) zwischen zwei
zugeordneten Strahlen, so gelten ausser den bekannten Relationen
noch folgende andere:

sin (ca) - sin (cb) = % tg (ed) - sin 2(cm) .

sin (da) - sin (db) = —;— tg (df:) - sin 2(dm)
sin (ca) sin (¢b) - sin (da) sin (db) = sin® (ed) - cos (ab)
sin (mc) sin (md) _ cos (me) cos (md) — cos (ed)

sin® (ma) B cos® (ma)

sin (ab) - sin (ed) = 2 - sin (¢b) sin (ad)
Halbirt der Strahl m den Winkel (ah) und der Strahl = den
Winkel (ed), so gilt die Relation:

cos (ab) . cos (ed) = cos 2(mn) .
Ist ein Dreieck ABC gegeben und ein beliebiger Punkt P der
Ebene, so bestimmen die Durchschnittspunkte:
(Pd; BC)Y =4, (PB, C4)=B, (PC, AB)=C,

ein neues Dreieck 4, B, C|; nimmt man einen beliebigen neuen

. Punkt P, an und bestimmt die Schnittpunkte:

(P1A1: BLOI) =A:z (P1B1: 01A1)=BQ (Ploli A1B1)=Cu’

dann liegt das Dreieck A4,.8,C, mit dem anfinglichen 4 BC per-
spectiviseh, d. h. es schneiden sich 4 4,, BB,, CC, in einem Punkte.
Sind irgend 5 Punkte in der Ebene gegeben: abede und man be-
stimmt die Sehnittpunkte:

(cd, be) =a, (ad, ce)=p, (bd, ae)=y,

so schneiden sich die drei Strahlen aw, bf, ¢y in einem Punkte o.
Durch Vertauschung der gegebenen fiinf Punkte unter einander
erhilt man mehrere solche neue Punkte o, deren Lage zu unter-
suchen 1st. X
Sind die 3 Paar Gegenecken eines vollstindigen Vierseits ae, bf,
¢y, so besteht zwischen den Entfernungen derselben von einander
folgende involutorische Relation:

ab-af __ ac-ay

ab-af «c - oy
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Sind ae, b, ey irgend drei Paare conjugirter Punkte eines
geraden Punktsystems (einer Involution), so gilt folgende Bezie-
hung zwischen Doppelverhiiltnissen:

(eabe) - (Bbea) - (yeab) = — 1

(aapy)- (bya) - (cyaf) = —1.
Sind irgend 5 Gerade in der Ebene gegeben: abede, so wird jede
durch die vier iibrigen in vier Punkten geschnitten, welche ein
bestimmtes Doppelverhiiltniss besitzen ; bezeichnen wir ein solches
durch die Zusammenstellung der Buchstaben der vier schneidenden
Geraden, indem wir die geschnittene Gerade fortlassen, so gilt
die Beziehung:

; (abed) . (abde) . (abec) =

und #hnliche, welche aus der Vertauschung der Geraden unter
einander hervorgehen. Geht eine der Geraden @, oder b in die
Unendlichkeit, so giebt diese Beziehung den bo]\annteu Satz der
Transversalentheorie von Menelaos.

Ist ein beliebiges Punktsystem (z, £) gegeben, und man nimmt
von irgend einem festen Punkte o des Triigers allemal den zu-
geordneten vierten harmonischen Punkt y zu # und &, dann erhiilt
man eine einfache Punktreihe (1); filr verschiedene Annahmen von
o erhilt man verschiedene Punktreihen, die alle mit einander pro-
jectivisch sind, insbesondere auch, wenn o in die Unendlichkeit
verlegt wird, projeetivisch mit der von den Mitten zwischen siimmt-
lichen Paaren conjugirter Punkte gebildeten Punktreihe.

Werden zwei feste Kreise von einem veriinderlichen dritten recht-
winklig geschnitten, so ist das Doppelverhiiltniss zwischen den
vier Schnittpunkten auf dem schneidenden Kreise von constantem
Werthe. (Unter Doppelverhiiltniss von vier Punkten eines Kreises
versteht man das Doppelverhiiltniss eines Strahlbiischels, dessen
Mittelpunkt in die Peripherie des Kreises hineinverlegt wird und
dessen Strahlen nach den vier Peripheriepunkten des Kreises hin-
gehen.) Welche geometrische Bedeutung hat der Werth dieses
constanten Doppelverhiiltnisses?

Werden zwei projectivische Punktreihen 9 und 2, mit ihren Triigern
beliebig auf einander gelegt, so ist jeder Punkt der beiden vereinigten
Triger doppelt aufzufassen als r und y,, dem einen und dem
andern Triger angehorig; in diesem doppelten Sinne entsprechen
ihm zwei verschiedene Punkte r, und Y; man bestimme zu diesen
dreien den vierten harmonischen, dem anfinglichen g (1,) zu-
geordneten Punkt &; dann beschreiben, withrend der erste Punkt
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den ganzen Triiger durchliuft, die Punkte y und & ein Punkt-
system, dessen Asymptotenpunkte zusammenfallen mit den Dopypel-
punkten der beiden aufeinander liegenden projectivischen Punkt-
reihen. Hierdurch wird die Ermittelung der Doppelpunkte bei
zwei beliebig auf einander gelegten projectivischen Punktreihen

© zuriickgefiihrt auf die Ermittelung der Doppelpunkte (Asymptoten-
punkte) eines Punktsystems. 8. 43.

Werden zwei projectivische Punktreihen mit ihren Triigern 2 und
9, beliebig auf einander gelegt, und geht man von irgend einem
Punkte a der ersten aus, sucht den entsprechenden Punkt a,
welcher als dem ersten Triiger angehorig b heisse; sodann sucht
man zu b den entsprechenden Punkt b, auf, welcher auf dem
ersten Triiger ¢ heisse u. s. f; so nithert man sich bei dieser bis ins
Unendliche fortgesetzt gedachten Operation einem Doppelpunkte
der beiden zusammenliegenden Gebilde, falls dieselbe reelle Doppel-
punkte besitzen; wire man von einem Punkte der zweiten Punkt-
reihe ausgegangen, so wiirde man auf dieselbe Weise zu dem zweiten
Doppelpunkte gelangen. Wohin fithrt aber die Operation, wenn
die Doppelpunkte imaginiir sind?

Es kann vorkommen, dass die in der vorigen Aufgabe beschrie-
bene Operation nach n-maligem Fortgange wieder zu dem anfiing-
lichen Punkte zuriickfiihrt, also eine endliche geschlossene wird.
Findet dies einmal statt, so trifft es immer ein nach mmaligem
Fortschreiten, von welchem Anfangspunkte man auch ausgehen
mag; es kann aber nur eintreten, wenn die Punktreihen gleich-
laufend sind, also die Potenz der projectivischen Beziehung negativ
ist (= — p*) und die Durchschnittspunkte der Parallelstrahlen
(v und g,) um ein solches Stiick d = vq, von einander abstehen,
dass

d=2p cos ,,; »
“ist, wo n die gegebene Anzahl der Punkte des in sich zuriick-
kehrenden Cyeclus, v eine zu n relative Primzahl (im einfachsten
Falle 1) und = die halbe Kreis-Peripherie bedeutet.

Fiir =2 und v =1 haben wir die Bedingung d =0
d. h. den Fall der gewthnlichen Involution oder des Punktsystems.

Fir n =3 und v = 1 haben wir unendlich viele Tripel von
Punkten, so dass in jedem Tripel immer ein Punkt die beiden
andern im doppelten Sinne zu den ihm entsprechenden hat; die
Bedingung fiir diese Lage (d == p) ist die, dass v mit g, wnd q,

Steiner, Vorlesungen 1L 2, Aufi, 6



82

Aufgaben und Sitze.

- mit g zusammenfillt; jedes Tripel der Art bildet mit den beiden

imaginiiren Doppelpunkten ein dguianharmonisches System von
fiinf Punkten. (S. 63.)

13. Hat man zwei projectivische Strahlbiischel von je vier Strahlen:

14,

(abed) und (a,bc;d,)
in perspectivischer Lage, so durchschneiden sich die Projections-
strahlen ausser in den Mittelpunkten des Biischels und in den
vier Punkten des perspectivischen Durchschnitts aa,, bb,, ec,, dd,
noch in 12 andern Punkten, deren Lage so beschaffen ist, dass
die vier Verhindungslinien:

(aby, edy) (ab, ed) (ac, bdy) (aye, bd)
durch einen und denselben Punkt des perspectivischen Durchschnitts
laufen; ebenso gehen die Verbindungslinien:

(aby, dey) (ayb, die) (bey, ad) (be, a,d)

durch einen nnd denselben neuen Punkt des perspectivischen Durch-
schnitts und endlich die vier Verbindungslinien:

(ae, db,) (ae, db) (be, da,) (b, dia)
durch einen dritten Punkt des perspectivischen Durchschnitts.
Welche geometrische Bedeutung haben diese drei Punkte?

Von den vier Kreisen, welche die Seiten eines ebenen Dreiecks
berithren, haben je zwei noch eine vierte gemeinschaftliche Tan-
gente, welche dreimal als fussere, dreimal als innere gemein-
schaftliche Tangente auftritt; diese 6 Geraden laufen dreimal
paarweise parallel mit den Seiten desjenigen Dreiecks, welches
von den Hohenfusspunkten des urspriinglichen gebildet wird und
zwar sind jedesmal eine ifiussere und eine innere gemeinschaftliche
Tangente parallel.

Diese vierten gemeinschaftlichen Tangenten enthalten 12 Be-
rithrungspunkte; auf jedem der vier Kreise liegen je drei und
bilden allemal ein Dreieck, welches mit dem urspriinglichen #hn-
lich und #@hnlichliegend ist.

Von den vier Kreisen haben je zwei eine Dreiecksecke zum
Achnlichkeitspunkt, also ausserdem noch einen zweiten Aehnlich-
keitspunkt. Diese 6 neuen Aehnlichkeitspunkte zerfallen in drei
dussere und drei innere und liegen zu je dreien auf vier geraden
Linien, indem einmal die drei fiusseren und dreimal ein Husserer
mit zwei inneren Aehnlichkeitspunkten auf je einer Geraden liegt.

Von den vier Kreisen haben je zwei eine Potenzlinie und
diese 6 Potenzlinien schneiden sich zu je dreien in vier Potenz-
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punkten. Diese vier Potenzpunkte bilden ein solches Viereck,
dass jeder von den vier Punkten der Hohenpunkt des von den
drei iibrigen gebildeten Dreiecks ist. Die vier Kreismittelpunkte
bilden ein #hnliches und iihnlich-liegendes (inverse-liegendes) Vier-
eck, dessen lineare Dimensionen doppelt so gross sind, als die
des vorigen.

Sind ABC die Mittelpunkte, a, b, ¢ beziehlich die Radien dreier
Kreise eines Biischels (mit reeller oder ideeller gemeinschaftlicher
Secante), so besteht zwischen den Abstinden der Mittelpunkte
und den Radien die Beziehung:

2 bﬂ

1] C
AB.R+BC.BA+?§?4.GB=

il

Werden die Seiten be, ca, ab eines Dreiseits von einer beliebigen
Geraden & in den Punkten a, B, p getroffen, verbindet man
letztere mit einem beliebigen vierten Punkte d durch die Strahlen
de, dff, dy und nimmt in ihnen drei beliebige Punkte beziehlich
a,, b, ¢, an, so treffen die Dreiecksseiten b,¢, ¢ a,, b, die
Gerade & in drei solchen Punkten «,, f,, 7,, dass ae,, bB,, ¢y,
sich in einem Punkte d; schneiden, Denkt man sich die Ebene
als doppelt und dreht die eine Ebene mit den accentuirten Buch-
staben um die Schnittlinie ® aus der andern heraus, so erhilt
man zwei Tetraéder abed und @, b,¢,d;, deren jedes dem andern
gleichzeitig  ein- und umbeschrieben ist. Die drei Paare von
Punkten ae,, Bf,, 7, in der Geraden & gehiren einem Punkt-
systeme an. ¥

Wenn man von drei rveellen Elementen abe eines einfachen Ge-
bildes (einer geraden Punktreihe oder eines ebenen Strahlbiischels)
zwei eyclische Vertauschungen bildet und dieselben projectivisch
setzt, so haben diese beiden projectivischen Gebilde zwei imaginiire
Doppelelemente i4,, die als die Doppelelemente einer elliptischen In-
volution auftreten, welche wir §. 17 construirt haben. Solche fiinf
Elemente heissen ein fquianharmonisches System (S.63). Wenn
man anstatt von drei reellen Elementen abec von einem reellen a
und einem Paar conjugirt-imaginirer Elemente bc ausgeht, welche
man durch eine gegebene elliptische Involution (mit imaginiren
Doppelelementen) vertreten sich denkt, so lisst sich ebenfalls
fragen nach solchen Doppelelementen ¢¢,, welche mit den cyclisch
vertauschbaren abe ein #quianharmonisches System bilden. In
diesem Falle konnen ¢4, auch reell sein., Wie construirt man

diese Doppelelemente ii, oder die sie vertretende (hyperbolische
6*
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.
oder elliptische) Involution? Ist umgekehrt von den drei eyclisch-
vertauschbaren Elementen eines fiquianharmonischen Systems ein
reelles Element ¢ und sind ausserdem die beiden als reell an-
genommenen Doppelelemente 47, gegeben, dann miissen bc¢ con-
Jugirt-imaginéir sein und werden gefunden durch die cubischen
‘Wurzeln der positiven Einheit; setzen wir die Doppelverhiiltnisse:

(.éi1ab) ==Y (éilfw) ==Yl
so sind y und y, die Wurzeln der Gleichung:

ys— 1

i e Sy

 Wie lisst sich die elliptische Involution reell construiren, deren

18,

19,

204

imaginiire Doppelelemente 5 und ¢ sind?

Werden die Seiten eines Dreiecks ABC von einer beliebigen
geraden Transversale £ beziehlich in abc getroffen und man con-
struirt auf jeder Dreieckseite den vierten harmonischen dem
Schnittpunkte zugeordneten Punkt a'0’¢’, so treffen sich bekannt-
lich aa’, b¥, ¢¢’ in einem Punkte S. Zieht man von irgend einem
Punkte P aus die Strahlen Pa’ Pb" Pc’, welche der Transversale
€ in a”b"¢” begegnen, so schneiden sich auch aa”, bb”, ¢¢” in
‘einem Purkte ¢ und es liegen PQS auf einer Geraden.

Werden die drei Seitenpaare eines vollstiindigen Vierecks von
einer beliebigen geraden Transversale £ in den Punktpaaren ae,
bB, ¢y getroffen und man construirt zu diesen sechs Schnitt-
punkten auf jeder Seite die zugeordneten vierten harmonischen
Punkte o' &', ¥, ¢y, so schneiden sich a'¢’, ¥'f’, €7 in einem
Punkt S. Ausserdem liegen diese Punkte zwolfmal zu je dreien
auf einer Geraden z. B. a'l'y, a'by’, «'b¢, «'¢'b u. s. w. Welche
Beziehung haben diese 12 Geraden zu einander? Verbindet man
einen beliebigen Punkt P mit den sechs Punkten o'o, b'f, ¢ ¢
durch Strahlen, welche die Transversale £ in sechs neuen Punkten
a’a’, b'B", ¢’y treffen, so schneiden sich die 6 Verbindungs-
linien a'«’, a’a’, WB", V'f, ¢y, ¢’y in einem Punkte @ und
die drei Punkte PQS liegen auf einer Geraden, so dass P und
@ harmonisch getrennt werden durch S und 2.

In einem geradlinigen Dreieck ABC seien abe beziehlich die
Mitten der Seiten und @,b,¢, die Fusspunkte der Hohen, welche
sechs Punkte bekanntlich auf dem Feuerbach'schen Kreise O
liegen; sei ferner H der Hohensehnittpunkt und M der Mittel-
punkt des umschriebenen Kreises; bestimmt man die Schnitt-
punkte der Verbindungslinien:
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(bey, cby) =« Ve, bye)=e

(cay, ae,) =B (ca, o) =p

(b, , ba,) =y (ab, ad) =y,
so liegen die drei Punkte efy auf der Geraden HM und die drei
Strahlen Ae,, Bf,, Cp, stehen auf HM senkrecht. Ferner liegen

A a B, p; anf einer Geraden,

Bfyae - a0 3 ’

Crafy - - e
die drei Strahlen ae,, Uf,, ¢y, schneiden sich in einem Punkte P,
S z = ayeey, by, ¢y 2 R 2 3 @,

Die beiden Punkte P und ¢ liegen aunf dem Feuerback'schen -
Kreise (0);
die drei Schmittpunkte: (BC, g,7,) =a

(C4, y)=D0

(4B, af)=c
liegen mit P und ¢ auf einer Geraden;
die drei Schnittpunkte: (b, ¢, , B,7,)

(cl ({-1 2 /Fl al.)

(arby , e fy)
liegen aut einer Geraden, die durch H geht und
die drei Schnittpunkte: (bc, f,7,) ;

‘ (ca, yie)

(ab, of,) *
liegen auf einer Geraden, die durch den Sehwerpunkt S des Drei-
ecks ABC hindurchgeht u. s. w. ;
Wenn sich drei Kreise (a) (b) (¢) paarweise ausschliessend be-

rijhren:
(0) und (¢) im Punkte e

(o} = g an oy
() =5 (Dres Sy
und man zieht die Secanten: ;
B, ye, afy,

welche den Kreisen ausserdem in den Paaren von Punkten:
By, v, d"f"

begegnen, so giebt es drei neue Kreise, welche die gegebenen paar-
weise in den drei letzten Punktpaaren beriihren. Diese drei neuen
Kreise sind gleich gross und haben zum Radius die Summe der Radien
der drei gegebenen Kreise. Welche Modificationen erleidet der Satz,
wenn die paarweise Berithrung der drei gegebenen Kreise nicht
immer eine ausschliessende ist? -
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